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La unidad de Aprendizaje Geometría Analítica pertenece al área 

de formación Científica, Humanística y Tecnológica Básica del 

Bachillerato Tecnológico perteneciente al Nivel Medio Superior 

del Instituto Politécnico Nacional. Se ubica en el tercer nivel de 

complejidad del plan de estudios y se imparte de manera 

obligatoria  en el tercer semestre correspondiente a las ramas 
del conocimiento; Ciencias Físico-Matemático, Ciencias Sociales y 

Administrativas y Ciencias Médico-Biológicas. 

 

Competencia General. Resuelve problemas referentes a lugares 
geométricos y sus respectivas ecuaciones, utilizando los diferentes 

sistemas de coordenadas, en situaciones académicas y sociales. 

 
Unidad 1. Conceptos Básicos de la Geometría Analítica y La Línea 

Recta. 

 

Muchos teoremas de la geometría plana pueden probarse con mayor 

facilidad mediante métodos analíticos. Es decir, pueden demostrarse 
colocando la figura en el plano de coordenadas y utilizando el álgebra 

para expresar y sacar conclusiones acerca de las relaciones geométricas. 
El estudio de la geometría a partir de la perspectiva algebraica recibe el 
nombre de Geometría Analítica. 

 
Competencia Particular. Resuelve problemas de lugares geométricos, 

en particular de la línea recta, empleando las propiedades del plano 

cartesiano en situaciones académicas y sociales. 
 
RAP 1. Describe lugares geométricos mediante la localización de puntos 

en el plano cartesiano. 
 
1.1 Sistema Cartesiano. La localización de un punto por medio de sus 

coordenadas, se llama trazado de un punto. Se anota la abscisa en 

primer lugar y la ordenada en segundo, por esta razón un para de 

coordenadas en el plano se llama un par ordenado de números (x, y). 
 

Ejemplos. Trazar en el plano cartesiano los siguientes puntos. 

 
 

1) P (2,1); Q (-1,2); R (-2,-1) y S (1,-2) y une los puntos indicados, 

¿qué figura representa? 
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x

y

P

Q

R

S

 
Un cuadrado 

 

 

2) A (1,-2); B (4,-2) y C (4,2); une los puntos ABC e indica que 

figura representa. 
 

x

y

A B

C

 
Un triángulo rectángulo 

 

 
3) M (2,-1) y N (7,-1); si M y N son los vértices de un triángulo 

isósceles, ¿cuáles serán las coordenadas del punto O? 
 

x

y

M N

O

 
 

Las coordenadas del punto O es (9/2, 4) 
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1.2 Distancia Entre Dos Puntos. La distancia “d” entre dos puntos 

222111 ,, yxPyxxP  esta dada por la fórmula.  
2

12

2

12 yyxxd . 

 

Ejemplos. 

 
 1) Calcular la distancia entre los puntos P (6,3) y Q (-6,-2) y ubicarlos 

en el sistema cartesiano. 

 

Planteamiento: 
2

12

2

12 yyxxd . 

 

Desarrollo:  
2222

5122366d   

d= .1316925144 u  

x

y

P

Q

 

 

2) Uno de los extremos de un segmento rectilíneo de longitud 5, es el 
punto   (3, -2). Si la abscisa del otro extremo es 6, ¿cuál será su 

ordenada? 
 

Planteamiento: 
2

12

2

12 yyxxd . 

Desarrollo: 

;9252;2365
2222

yy    

.6;216 1 uyy  .22 uy  

x

y

P

P'

 

 

3) Hallar la distancia entre los puntos P (-5,6); Q (3.-7) y R (-8,-12), e 
indicar la figura plana que representa. 

Planteamiento: 
2

12

2

12 yyxxd ; 

Desarrollo: 
22

12685RP  

uRP 248.183333249183
22  

22
12783RQ  

uRQ 083.1214625121511
22  

22
6753PQ  

uPQ 264.1523316964138
22  

 

x

y

Q

P

R

 
La figura plana es un 

triángulo 
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1.3 Perímetros y áreas de figuras rectangulares.    

 

Perímetro. p=a+b+c+….. 

 

A = 1/2(∑Prod. De Diag. Hacía abajo-∑Prod. De Diag. Hacía arriba). De 

las coordenadas de los puntos, como se muestra en el ejemplo. 
 

Ejemplos. 

 

1) Tres vértices de un rectángulo son los puntos A (2,-1); B (7,-1) y C 
(7,3). Hallar el cuarto vértice D, el perímetro y el área de la figura. 

 

 

x

y

A B

CD

 
 

 
Planteamiento: 
 

2

12

2

12 yyxxd  

 

p=a+b+c+….. 
 

A = 1/2(∑Producto de las 

diagonales hacía abajo 
menos la ∑Producto de las 

Diagonales hacía arriba). 

 
 

 
Desarrollo: 
 

;4;5 BCbABa  

.4;5 DAdCDc  

.184545 up  

 

13311

22772
2A   

 

.20
2

40
;2382

66772212122

2
uAA

A
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2) Los vértices de un cuadrilátero son: A (-2, 1), B (2, 5), C (9, 6) 

y D (7, 2). Determinar, el perímetro y el área. 

 

 

x

y

A

B

C

D

  

 

 

 

Planteamiento: 
 

2

12

2

12 yyxxd  

 

p=a+b+c+….. 
 

A = 1/2(∑Producto de las 

diagonales hacía abajo 

menos la ∑Producto de las 

Diagonales hacía arriba). 

 

Desarrollo: 
 

.657.5321616

441522
2222

uAB

AB
 

 

.055.982

181191227
2222

uAD

AD
 

.071.750

149175629
2222

uBC

BC
 

.742.420

164422679
2222

uDC

DC
 

 

.255.26742.4071.7055.9657.5 up  

 

15621

22972
2A   

 

.29
2

58
;27852

10121872454242

2
uAA

A

-   
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1.4 División de un Segmento en una Razón Dada. Si 

222111 ,, yxPyxxP  son los extremos de un segmento 21PP , las 

coordenadas yx,  de un punto P que divide a este segmento en una 

razón dada 21 : PPPPr  son:   
2

1

2

1

PP

PP

xx

xx
r ;   

2

1

2

1

PP

PP

yy

yy
r . 

Las coordenadas del punto medio de un segmento dirigido cuyos puntos 

extremos sean 222111 ,, yxPyxxP  son: 
22

2121 yy
yy

xx
x . 

 

Ejemplos. 

 
1) Si el punto A (-4, 2) y B (4, 6) son los puntos extremos de un 

segmento dirigido AB , hallar las coordenadas del punto P que 

divide a este segmento en la razón 3: 21 PPPP . 

 

Planteamiento: 

3: 21 PPPPr ; 
xx

xx
r

2

1  

yy

yy
r

2

1  

Desarrollo: 

;4312;
4

4
3 xx

x

x
 

8;162 xx  

;2318;
6

2
3 yy

y

y
 

8;162 yy  

 

x

y

P

P2

P1

 
 

 

2) Los extremos de un segmento son los puntos P (7, 4) y Q (-1, -

4). Hallar la razón 21 : PPPP  en el punto P (1, -2) que divide al 

segmento. 
 

Planteamiento: 

21 : PPPPr ; 
xx

xx
r

2

1    
yy

yy
r

2

1  

Desarrollo: 

3
2

6

11

71
r  y 3

2

6

24

42
r . 

x

y

P1

P

P2
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1.5 Aplicaciones.  

 

Ejemplos. 

 

1) Los vértices de un triángulo son; A (-1, 3), B (3, 5) y C (7, -1). 

Si D es el punto medio del lado AB  y E del lado BC , demostrar 

que la longitud del segmento DE  es la mitad de la longitud del 

lado AC . 

 

 

x

y

B

E

C

A

D

 
 

 

Planteamiento: 

2
;

2

2121 yy
y

xx
x  y 

2

12

2

12 yyxxd  

 

Desarrollo: 1
2

2

2

13
Dx ; 4

2

8

2

35
Dy ; 5

2

10

2

73
Ex  y 

 

2
2

4

2

15
Ey . 

.472.420416244215
2222

uDE  

.472.4;8016644831172
2222

uACAC  
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2) Tres moléculas con pesos de 18, 25 y 34 moles se ubican en los 

puntos (1, 1), (-2, 3) y (5, -2), respectivamente. Determinar su 

centro de gravedad. 

 

 

x

y

m2

m1

m3

C

 
 

 

 
Planteamiento: 

3

321 mmm
M ; 

3

2

PM

PM
r ; 

xx

xx
r

2

1  y 
yy

yy
r

2

1  

 

Desarrollo: 
3

77

3

342518
M ; 

.738.4;37980;6377385;
5

2

3

77
uxxxx

x

x
 

.813.1;14580;9377154;
2

3

3

77
uyyyy

y

y
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Ejercicios. Trace en el plano coordenado los siguientes puntos. 

 

1) P (-3,-2); Q (2,1); R (-7,-1) e indique en que cuadrante se 

encuentran. 

        Sol. » P en el 3º; Q en el 1ª y R en el 3ª. 

 
2) A (-5,0); B (0,2) y C (0,-2) y; une los puntos indicados, ¿qué 

figura representa? Sol. » Un triángulo. 

 

3) A (0,0); B (3,4); C (8,4) y D (5,0) y; une los puntos indicados, 
¿qué figura representa? Sol. » Un paralelogramo. 

 

4) Si P (1,1) y Q (3,5), son los vértices de un paralelogramo y que R 
tiene como abscisa 11, ¿Cuáles serán las coordenadas del punto 

S (?,?) y la ordenada de R? Sol. » S (9, 1) y R (11, 5). 

 

5) Si A (-2,-1) y C (5,-2), son los vértices de un triángulo isósceles, 

¿cuáles serán las coordenadas del vértice B? Sol. » Todos los 
puntos que conforman la mediatriz del segmento AB 

excepto el punto medio de dicho segmento.   
 

6) Encuentre la distancia entre los puntos A (-5,3) y B (2,-7) y 

ubícalos en el sistema cartesiano. Sol. » AB =12.207 u. 
 

7) Demostrar que los puntos A (-5,0); B (0,2) y C (0,-2), son los  

            vértices de un triángulo isósceles y calcular el perímetro y el    
            área. Sol. » AB = 5.385 u; AC = 5.385 u; CB = 4; p=14.770  
             u y A=10 u2. 

 
8) Demostrar que los puntos A (0,0); B (3,4); C (8,4) y D (5,0), son 

los vértices de un rombo y, calcular el perímetro y el área. 

      Sol. » AB =5 u; BC = 5 u; DC = 5 u; AD = 5 u; p=20 u y  

      A=20 u2. 

 
9) Hallar el perímetro y el área del cuadrilátero cuyos vértices son; 

P (-3,-1); R (0,3); S (3,4) y T (4,-1). Sol. » p =20.261 u y 

A=22 u2. 
 

10) Los puntos extremos de un segmento es el punto A (2,4) y B 

(8,4). Hallar el punto P que divide a este segmento en dos partes 

tales que BP : PA es igual -2. Sol. » P (-4, 12). 
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11) Una circunferencia tiene como diámetro al segmento con 

extremos P (-3,4) y Q (5,-2). Encuentra las coordenadas del 

centro y el radio.  

        Sol. » C (1, 1) y r =5 u. 

 

12)  Uno de los extremos de un segmento es el punto P (7, 8) y su  
             punto medio M (4, 3). Hallar las coordenadas del otro extremo    

             Q. Sol. » Q (1, -2). 

 

13) Los puntos medios de los lados de un triangulo son D (2, 5), E 
(4, 2) y F (1, 1). Hallar las coordenadas de los tres vértices.  

        Sol. » A (-1, 4), B (3, -2) y C (5, 6). 

 
14) Dado los puntos R (-3, -4) y S (5, 2), determina las 

coordenadas de los puntos que divide al segmento en las 

razones; ;
4

3

2

3
,

3

2
y  respectivamente.  

      Sol. » P1 (21, 14), P2 (-19, -16) y P3 (
3

11
,

7

4
). 

15) Considera los puntos P (5, 2), Q (6, 4) y R (3, -2). ¿En qué 

razón divide el punto R al segmento PQ  y el segmento QP ?  

      Sol. » 
2

3

3

2
ryr . 
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RAP 2. Manipula los elementos de la ecuación de la línea recta en sus 

diferentes expresiones. 

 

1.6 La Recta. 

 

Una línea recta analíticamente, es una ecuación lineal o de primer grado 
en dos variables. Una recta queda determinada completamente si se 

conocen dos condiciones, por ejemplo, dos de sus puntos, un punto y su 

dirección (pendiente o coeficiente angular). 

 
1.6.1 Punto Pendiente. Es de la forma:   .11 xxmyy    

.;. 12

12

12 xx
xx

yy
mtgm  En donde; m es la pendiente de la 

recta y θ el ángulo de inclinación.    

 
Ejemplos. 

 
1) Hallar la pendiente y el ángulo de inclinación de la recta que pasa 

por los puntos (1, 6) y (5, -2). 

 

Planteamiento: 

tgm
xx

yy
m ;

12

12  

Desarrollo: 

2;
4

8
;

51

)2(6
mmm  

"54'33116);2(;2
1

tgtg  

x

y

(5, -2)

(1, 6)

o)

 
 
2) Hallar la ecuación de la recta que pasa por el punto (4, -1) y 

tiene un ángulo de inclinación de 135°. 

 

Planteamiento: 

11 xxmyy ;   tgm      

Desarrollo: 

..3;14

;411;1;135

rectaladeecuaciónxyxy

xymtgm
 x

y

135°
)

(4, -1)
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3) Los vértices de un triángulo son los puntos A (2, -2); B (-1, 4) y; 

C (4, 5). Calcular los ángulos de inclinación de los lados del         

∆ ABC, el perímetro y el área. 

 

Planteamiento: 

 

arriba). Hacía Diag. De Prod.

-abajo Hacía Diag. De 1/2(?Prod. =A 

...

;;

2

12

2

12

12

12

cbap

yyxxd

tgm
xx

yy
m

 

 
Desarrollo: 

2.0;
5

1
;

)1(4

45

2;
3

6
;

21

)2(4

5.3;
2

7
;

24

)2(5

BCBCBC

ABABAB

ACACAC

mmm

mmm

mmm

 

 

 

.5.16
2

33

2

285

21610858
282

1

.087.19708.6280.7099.5

.708.6369

.280.727

.099.52615

4514

"36'1811

);2.0(;2.0

"54'33116

);2(;2

"17'0374

);5.3(;5.3

2

22

22

22

3

1

33

2

1

22

1

1

11

uA

A

up

uAB

uAC

uBC

BC

tgtg

tgtg

tgtg

 

 

x

y

A

B

C

 
 

 

1.6.2 Pendiente Ordenada al Origen. Es la recta cuya pendiente es 
“m” y cuya ordenada en el origen es “b” tiene por ecuación y=mx+b. 

 

1.6.3 Abscisa y Ordenada al Origen. La recta cuyas intersecciones 
con los ejes x y y son; a≠0 y b≠0, respectivamente; tiene por ecuación 

simétrica 1
b

y

a

x
. 
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1.6.4 Ecuación General. Ax+By+C=0; en donde A, B y C son 

constantes  arbitrarias;   .
B

C
borigenelenordenadasuy

B

A
m  

 

 Ejemplos. 

 

1) Determinar la abscisa y la ordenada al origen, de la recta que 
pasa por los puntos (-3, -1) y (5, 3). Obtener la forma general y 

la simétrica de la recta. 

 

 

x

y

(-3, -1)

(5, 3)

 
 

Planteamiento: 

11

12

12 ; xxmyy
xx

yy
m

 

Desarrollo: 

..
2

1
1

1

2

11
;1

1

2
;12

.012

;12;
2

1

2

1

;
2

2

2

3

2

1
;3

2

1
1

;
2

1

8

4

35

13

ricaFormaSimétbya

yxyx
yx

generalformayx

xyxy

xyxy

m

 

 

2) Una recta tiene de abscisa y ordenada en el origen 5 y -3, 
respectivamente. Hallar su ecuación en la forma general. 

 

x

y

 

Planteamiento:    

1
b

y

a

x
 

 

Desarrollo:    

.01535

;1535;1
53

GeneralFormayx

yx
yx
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3) Trazar la siguiente recta empleando puntos convenientes (sin 

necesidad de tabular) 5x-3y+6=0. 

 

Planteamiento: 

Pasar a la forma de pendiente-

ordenada al origen y despejar y, 

Para obtener la pendiente y la 
ordenada al origen. 

Desarrollo: 

 

.2
3

5

.
3

6

3

5
;365

bym

xyyx

 

 

x

y

3

5

 

 

1.6.5 Posiciones Relativas de Dos Rectas. Si las ecuaciones de dos 
rectas son Ax+By+C=0 y A’x+B’y+C’=0, las relaciones siguientes son 

condiciones necesarias y suficientes para : 
 

 Paralelismo.   .00''
''

;21 tgyBAABo
B

B

A

A
mm  

 

 Perpendicularidad.   .01;
1

;0'' 21

2

1 ctgymm
m

mBBAA  

 
 Coincidencia.   .0';';' KyKCCKBBKAA  

 

 Intersección. Dos rectas se interceptan en uno y solamente un 

punto, cuando.   .0'';
''

BAABseao
B

B

A

A
 

 

 Ángulo entre dos Rectas. θ, esta dado por la fórmula; 

.1;
1

21

12

12 mm
mm

mm
tg  En donde; m1 es la pendiente inicial y m2 

la pendiente final correspondiente al ángulo θ. 

 
 Distancia Punto a una Recta. La distancia de un punto 

cualquiera normal a una re, esta dada por la fórmula. 

.
22

BA

CByAx
D  En donde; el signo del radical es + si la recta no 

pasa por el origen y – si el punto P y el origen están en lados 

opuestos o del mismo lado de la recta.  
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Ejemplos. 

 

1) Hallar el ángulo agudo del paralelogramo cuyos vértices son:       

A (-2, 1), B (1, 5), C (10, 7) y D (7, 3). 

 

Planteamiento: 
12

12

1 mm

mm
tg  y 

12

12

xx

yy
m . 

Desarrollo:  

.
9

2

27

13

3

4

21

15
12 mym  

359

2710

27

35
9

10

27

8
1

9

10

9

2

3

4
1

9

2

3

4

tg  

y '.'05'36º40
7

61
tg  

 

 

x

y

A

B

C

D

40°36'05''

 

 

2) Hallar la distancia de la recta 3x-4y+12=0 al punto (4, -1), la 
ecuación normal que pasa por el mismo punto y la intersección 

entre ambas rectas. 

 

Planteamiento: .
22

BA

CByAx
D  

11 xxmyy ; .ecuacionesdesistemay  

Desarrollo:  

169

12412

43

121443

22
D  

.6.5
5

28

25

28
uD 3

4

3
xySi  

,tan;
3

4

4

3
tolopormym n  

;16413;4
3

4
1 xyxy  

;
3

13

3

4
xy  ecuacionesambasigualando  

;5216369;
3

13

3

4
3

4

3
xxxx  

 

x

y

l

P (4, -1)

I (16/25, 87/25)

 
 

.64.0;1625 uxx  ,yenxdosustituyen  

.48.33
25

16

4

3
uy  
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RAP 3. Emplea las condiciones de la línea recta en la solución de 

problemas, mediante el uso de sus ecuaciones, en situaciones 

académicas y sociales. 

 

1.6.6 Aplicaciones.  

 
Ejemplo. 

 

Formar equipos de trabajo de 3 o 4 integrantes, para observar y 

argumentar el desarrollo de este ejemplo guiado, que es de 
mayor complejidad. 

 

1) Las ecuaciones de los lados de un triángulo son: 
a) 3x-5y+11=0; 

b) 3x+y-13=0 y 

c) 3x+7y-1=0.   

 

Determinar;  
a) Las coordenadas de los vértices A intersección de las rectas a) y 

b), B intersección de las rectas b) y c) y; C la intersección de las 
rectas a) y c). 

b) La ecuación de la altura que pase por el vértice B. 

c) La distancia de la recta AB , al origen. 

d) Los vértices del triángulo formado por las rectas que pasan por los 

vértices ABC y que son paralelas a los lados opuestos. Dichos 
vértices serán A’B’C’. 

 

a) Planteamiento: Se  
despeja y, y se le da 

valores a x. 
 

Desarrollo: 
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b) Planteamiento:      

 

Desarrollo:   Calculando la pendiente de .     

    
La ecuación de la altura por ser ┴ al lado , tiene de pendiente 

 por lo tanto:      

  

 

 

c) Planteamiento: 

   Siendo la ecuación de la recta .      

 

 Desarrollo:    
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d) Planteamiento y Desarrollo:  
 
La recta que pasa por A es paralela al lado  por tanto, su pendiente 

 y su ecuación   

La recta que pasa por B es paralela al lado  por tanto, su pendiente 

 y su ecuación   

La recta que pasa por C es paralela al lado    por tanto, su pendiente 

 y su ecuación   

 

Despejando x de 4 y 5 e igualando, tenemos;   sustituyendo y 5.  

        

 

Despejando x de 4 y 6 e igualando, tenemos;   sustituyendo y 6. 

     

Despejando x de 5 y 6 e igualando, tenemos;   sustituyendo y 6.  
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Ejercicios Propuestos. 

 

1) Dos rectas se cortan formando un ángulo de 135°. Sabiendo que 

la recta final tiene una pendiente de -3, calcular la pendiente de la 

recta inicial. Sol. » -1/2. 

 
2) Dos rectas se cortan formando un ángulo de 45°, la recta inicial 

pasa por los puntos A (-2,1) y B (9,7) y la recta final pasa por el 

punto C (3,9) y por el punto D, cuya abscisa es -2. Hallar la 

ordenada del punto D. Sol. » -8. 
 

3) Demostrar que los cuatro puntos (2,2); (5,6); (9,9) y (6,5) son 

vértices de un rombo y que sus diagonales son perpendiculares y 
se cortan en su punto medio. Sol. » 

 

4) Determinar la abscisa y la ordenada al origen, de la recta que 
pasa por los puntos y la ecuación correspondiente: 

 

a) (-2, 3) y; (4, 0). Sol. »  

b) (2, 3) y; (0, -2). Sol. »  

c) (2, -4) y; (-1, 3) Sol. »  

 
5) Hallar la ecuación y el ángulo de inclinación de la recta que pasa 

por los puntos A (-3,2) y B (7,-3).  

     Sol. » θ=153°26’06’’ y x+2y-1=0. 
 

6) Una recta de pendiente 3 pasa por el punto A (3,2), la abscisa de  
     otro punto de la recta es 4. Hallar su ordenada. Sol. » 5. 

 

7) Determinar la ecuación de la recta dada las siguientes 
     condiciones: 

a) .3,8;
3

2
m  

b) .1,43,7 21 PyP  

c) m=2  y b=3. 

d) a=4  y  b=3. 

e)  

f)  

g)  
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8) Hallar la ecuación de la recta que pasa por el punto (3, -5) y 

ángulo de inclinación θ=127°16’43’’. 
    Sol. »  

 

9) Determinar la abscisa y la ordenada al origen, de la recta que 

pasa por los puntos dados y obtener la forma simétrica y general 

de la recta. 
a) (2, 3) y (4, 7). Sol. »  

b) (4, 2) y (-5, 7). Sol. »  

c) (3, 2) y (0, -7). Sol. »  

d) (7, -3) y (-4, 1). Sol. »  
e) (5, -5) y (-3, -1). Sol. »  

 

10) Una recta tiene de abscisa y ordenada en el origen los 
puntos dados, respectivamente. Hallar su ecuación en forma 
simétrica y general. 

a) a=4  y  b=3.   Sol »  
b) a=-2  y  b=5.   Sol »  
c) a=5  y  b=-6.   Sol »  
 

11) Trazar la recta, empleando puntos convenientes. Sin tabular. 
a) 3x-5y-15=0. Sol »   

b) 3x+2y-7=0. Sol »   
c) X+y-8=0. Sol »   

d) 4x-2y-14=0. Sol »   
e) 4x-3y-7=0. Sol »   

 
12) Hallar la distancia entre las rectas paralelas dadas x+y-4=0  

y  x+y-10=0. Sol » d=4.243 u.  
 

13) Para comunicar el fraccionamiento las Palmas con la 

carretera que une los poblados de Higuerón y Cerritos, se 
construirá un camino recto de asfalto. ¿A qué distancia de la 

entrada del fraccionamiento quedará la carretera?                    

Sol »d=33.442 u. 
 

x

y

Higuerón

Cerritos

Las Palmas
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14) Encontrar las ecuaciones de las medianas y un punto de 

intersección del triángulo cuyos vértices son los puntos A (3,-2), 

B(-3,6) y C(4,4). Sol. »  

 

15) Hallar el área del triángulo cuyos vértices son A (1,-3); B 
(3,3) y C (6,-1). Sol. » 13. 

 

16) Se instala una empresa con una inversión de $ 50, 000, el 

costo de producción de un artículo es de $3,00 y se venderá al 
mercado en un precio unitario de $4,50. Determina la ecuación  

que representa la ganancia considerando que los artículos 

producidos son igual a los vendidos y cuantos artículos hay que 
producir para tener una ganancia de  $ 10,000.                       

Sol. » y= 1.50x-5000; x=40 000 artículos. 
         

17) La pendiente de la recta que pasa por el punto A (3,2) es 

igual a ¾.  Hallar las coordenadas de los puntos que se 

encuentran a 5 unidades de distancia de A. Sol. » 13. 
 

18) Hallar la ecuación de la mediatriz (⏊ en su punto medio) del 
segmento que pasa por los puntos (-2, 1) y (3, -5). 

          Sol. » 10x-12y-29=0. 
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Unidad 2. Cónicas (Circunferencia, Parábola, Elipse e Hipérbola). 

 

Competencia Particular. Resuelve problemas que involucren 

ecuaciones de segundo grado y su representación grafica, mediante 
la identificación de los elementos específicos de cada una de las 

cónicas,  en situaciones académicas y sociales. 

 

RAP 1. Ubica los elementos de las cónicas, a partir de la ecuación  de 
segundo grado.     

            

Cónicas. Los griegos definieron las curvas cónicas como las 
diferentes intersecciones que pueden obtenerse a partir de un plano. 

Particularmente esta constitución se debe al matemático griego 

Apolonio de Perga (800 a. C.). 
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2.1.1. La Circunferencia. 

 

La circunferencia es el perímetro curvo del corte efectuado por un plano 

paralelo a la base de un cono. 

 

 
Ecuación Ordinaria. La circunferencia es el lugar geométrico de un 
punto que se mueve en el plano, manteniéndose a una distancia 

constante de un punto fijo del mismo plano. El punto fijo se llama 
“centro” (c) y la distancia constante se llama “radio” (r). 

 

     Analíticamente es una ecuación de segundo grado, con dos variables 

,0
22

FEyDxyx pero no toda ecuación de este tipo representa 

siempre una circunferencia; sólo en determinadas condiciones, como 
son: 

 
La ecuación de una circunferencia cuyo centro está en el punto C (h, k) 

y de radio r es:   .
222

rkyhx  Conocido con el nombre de 

“Ecuación Ordinaria” de la circunferencia.  

 

x

y

P (x, y)

c (h, k)

(0, 0)

O

r
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     Ahora bien, si el centro se ubica en el origen (0, 0), como se observa 

en la figura, la ecuación ordinaria de la curva se reduce a          
222

ryx  conocida como “Ecuación Canónica”. 

  

x

y

P ( x, y )

c

r

(0, 0)

 
 

2.1.2. La Parábola. 

 

La parábola es el perímetro curvo del corte efectuado por un plano 
paralelo a una directriz del cono. 

 

 
 

     Por lo tanto, es el lugar geométrico de un punto que se mueve en un 

plano de tal manera que su distancia de una recta fija, situada en el 

plano, es siempre igual a su distancia de un punto fijo del plano y que 

no pertenece a la recta. El punto fijo se llama “foco” y la recta fija 
“directriz” de la parábola. 

 



C. E. C. y T.  No. 11  WILFRIDO MASSIEU PÉREZ 

            

Ing. J. Ventura Ángel Felícitos 26 Academia de Matemáticas  
                                                                                             

 
 
     En donde; V es el vértice, F el foco, P un punto cualquiera, p 

distancia entre el vértice y el foco igual a la distancia entre el vértice y 
la directriz, LL’ lado recto ┴ al eje focal, NN’ cuerda focal, MM’ cuerda 

y, FP radio focal o radio vector. 
 

2.1.2.1. Ecuación la Parábola con Vértice en el Origen y Eje 
Focal un Eje Coordenado. 

 

 Si el eje focal coincide con el eje “x” la ecuación será     pxy 4
2 . 

        El F (p, 0); la ecuación de la directriz es x=-p; LR=l4pl y; 

 
       Si p>0 la parábola abre                Pero si p<0 la parábola abre  

       a la derecha.                              a la izquierda.    

                                                         
 Si el eje focal coincide con el eje “y” la ecuación será     pyx 4

2 . 

        El F (0, p); la ecuación de la directriz es y=-p; LR=l4pl y; 
 

        Si p>0 la parábola abre                   Pero si p<0 la parábola abre    

        hacia arriba.                                hacia abajo.    

                                        
            

2.1.2.2.  Ecuación de la Parábola con Vértice fuera del Origen 

y Eje  Focal Paralelo a un Eje Coordenado. 
 

 Si el eje focal es paralela al eje “x” la ecuación será 
. 

       El F (p+h, 0); la ecuación de la directriz es x=-p+h; LR=l4pl y; 
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       Si p>0 la parábola abre                Pero si p<0 la parábola abre   

      a la derecha.                               a la izquierda.    

                                            
 Si el eje focal es paralelo al eje “y” la ecuación será      

. 

        El F (0, p+k); la ecuación de la directriz es y=-p+k; LR=l4pl y; 

 

        Si p>0 la parábola abre              Pero si p<0 la parábola abre   
       hacia arriba.                            hacia abajo.    

                     
 

2.1.2.3. Ecuación General de la Parábola. 

0
22

FEyDxCyAx .     

 
 Sí A=0; C≠0 y D≠0; La Ecuación representa una Parábola cuyo 

        eje es paralelo o coincide con el eje “x”. 0
2

FEyDxCy . 

 Sí A≠0; C=0 y E≠0; La Ecuación representa una Parábola cuyo eje 

es paralelo o coincide con el eje “y”. 0
2

FEyDxAx . 

 

  2.1.2.4. Dado tres puntos de la Parábola y cuyo eje es paralelo  

              a uno de los ejes coordenados. 0
22

FEyDxCyAx ; 

 

 Sí el eje focal es paralelo al eje “x”, entonces A=0; y la ecuación 

queda 0
2

FEyDxCy ; 

         dividiendo la ecuación entre C;  0
2

C

F
y

C

E
x

C

D
y ; 

         y tomando 
C

F
F

C

E
E

C

D
D ';';' ;  la Ecuación   

           finalmente queda.     .0'''
2

FyExDy  

 



C. E. C. y T.  No. 11  WILFRIDO MASSIEU PÉREZ 

            

Ing. J. Ventura Ángel Felícitos 28 Academia de Matemáticas  
                                                                                             

 Sí el eje focal es paralelo al eje “y”, entonces C=0; y la ecuación 

queda 0
2

FEyDxAx ;  

         dividiendo la ecuación entre A; 0
2

A

F
y

A

E
x

A

D
x ; 

         haciendo 
A

F
F

A

E
E

A

D
D ';';' ; la Ecuación  

         finalmente queda.     .0'''
2

FyExDx      

 

 
2.1.3. La Elipse. 

 

La elipse es el perímetro curvo del corte efectuado por un plano 

oblicuo a la base y a las generatrices del cono. 
 
 

 

 
 
 

Es el lugar geométrico de un punto que se mueve en un plano de tal 

manera que la suma de sus distancias a dos puntos fijos de ese plano es 
siempre igual a una constante, mayor que la distancia entre dichos 

puntos; llamados “focos de la elipse”. 

 



C. E. C. y T.  No. 11  WILFRIDO MASSIEU PÉREZ 

            

Ing. J. Ventura Ángel Felícitos 29 Academia de Matemáticas  
                                                                                             

 
 
     En donde; V y V’ son los vértices, F y F’ los focos, VV’ eje 

mayor=2a, p un punto cualquiera de la elipse, BB’ eje menor=2b, JJ’ 
cuerda, LL’ lado recto ┴ al eje focal, NN’ cuerda focal, DD’ diámetro, FP 

y F’P radio vector y C centro. 
 

2.1.3.1. Ecuación de la Elipse de Centro en el Origen y Ejes 
Coordenados los Ejes de la Elipse. 

 
 Si una elipse tiene su centro en el origen y su eje focal coincide 

con el eje “x”, su ecuación es. 
 

.1
2

2

2

2

b

y

a

x
 

 
 Si una elipse tiene su centro en el origen y su eje focal coincide 

con el eje “y”, su ecuación es. 
 

.1
2

2

2

2

a

y

b

x
      

 

         En donde; 

 

.;
2

;

.2;2

2
222

a

c
e

a

b
LRcba

menorejedellongitudbymayorejedellongituda

 

 

2.1.3.2. Ecuación de la Elipse con Centro Fuera del Origen y Ejes  

              paralelos a los Ejes coordenados. 
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 Si una elipse tiene su centro en (h, k) y su eje focal es paralelo al 

eje “x”, su ecuación ordinaria será. 

 

.1
2

2

2

2

b

ky

a

hx
 

 

 Pero, si la elipse tiene su centro en (h, k) y su eje focal es paralelo 
al eje “y”, su ecuación es. 

 

.1
2

2

2

2

a

ky

b

hx
      

         En donde; 

 

.;
2

;

.2;2

2
222

a

c
e

a

b
LRcba

menorejedellongitudbymayorejedellongituda

 

 

2.1.3.3. Ecuación General de la Elipse. 0
22

FEyDxCyAx      

 

Sí A y C son del mismo signo, la ecuación 0
22

FEyDxCyAx ; 

representa una elipse de ejes paralelos a los coordenados, o bien un 

punto, o no representa ningún lugar geométrico real.  

 
 
2.1.4. La Hipérbola. 

 
La hipérbola es el perímetro curvo del corte efectuado por un plano 

paralelo al eje y perpendicular a las bases del cono de “dos mantos”. 

 

 
 

Es el lugar geométrico de un punto que se mueve en un plano de tal 
manera que el valor absoluto de la diferencia de sus distancias a dos 

puntos fijos del plano, llamados focos, es siempre igual a una cantidad 

constante, positiva y menor que la distancia entre los focos. 
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En donde: F y F’ son los focos, V y V’ los vértices, VV’ eje trasverso=2a, 
C centro, AA’ eje conjugado=2b y/o eje normal, BB’ cuerda, EE’ cuerda 

focal, LL’ lado recto, DD’ diámetro, P punto cualquiera de la hipérbola, 
FP y F’P radio vector y FF’ eje focal=2c y;  

 

Las relaciones son: ;     y   .  

 

2.1.4.1. Ecuación Ordinaria de la Hipérbola con Centro en el 

            Origen. 
 

 Si el eje focal coincide con el eje x la ecuación es; ; los 

focos (±c, o); la asíntota  y; la hipérbola es horizontal. 

 
 

 Pero si el eje focal coincide con el eje y la ecuación es; ; 

los focos (o, ±c); la asíntota  y; la hipérbola es vertical. 
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2.1.4.2. Ecuación Ordinaria de la Hipérbola con Centro fuera del 

            Origen (h, k). 

 

 Si el eje focal es paralela con el eje x la ecuación 

es; ; los focos (a±c, o); la asíntota 

 y; la hipérbola es horizontal. 

 
 

 Pero si el eje focal es paralela con el eje y la ecuación es; 

; los focos (o, a±c); la asíntota  y; 

la hipérbola es vertical. 

 
 
 

2.1.4.3. Forma General de la Hipérbola con Centro 

            en y/o fuera del Origen. 0
22

FEyDxCyAx . 

 

 
RAP 2. Obtiene la ecuación y la representación grafica 
correspondiente  a cada  una de las cónicas  a partir de sus 
elementos. 

 

 Circunferencia. 

 
Ejemplos. 

 

1) Una circunferencia tiene su centro en (6, -2) y pasa por el punto 

(4, 0). Hallar su ecuación ordinaria. 
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Planteamiento. 
222

rkyhx  

Desarrollo. 

Sustituyendo las coordenadas del 

punto y del centro, se tiene. 

 

.032412

;08443612

;826

.88

;44;2064

22

22

22

2

2222

yxyx

yyxx

yx

rbienor

rr

  

 

x

y

c (6, -2)

P (4, 0)

r

 

 
2) Hallar la ecuación de la circunferencia con centro en el origen y 

pasa por el punto (7, 0). 

 

Planteamiento. 

).0,7(

;
222

punto

elporpasaComoryx
 

Desarrollo. 

.049

;49.49;07

22

22222

yx

yxrr

ecuaciónlaenpuntoeldoSustituyen

 

 

x

y

O

P (7, 0)

 

 
3) Hallar la ecuación de la circunferencia de centro (-2, 3) y radio 4. 

 

Planteamiento. 
222

rkyhx  

Desarrollo. 
Sustituyendo las coordenadas 

del centro y el valor del radio, 

se tiene. 

.0364

;0169644

;432

22

22

222

yxyx

yyxx

yx

 

 

x

y

P (x, y)

C (-2, 3)

r
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4) Determinar la ecuación de la circunferencia si los extremos de uno 

de sus diámetros son los puntos (6, 2) y (-2, -4). 

 

Planteamiento. 

.

.
2

;
2

;

222

21212

12

2

12

rkyhx

yy
yy

xx
xyyxxd mm

 

Desarrollo. 

.02024

;0251244

..2512.525916

1226;1
2

42
;2

2

26

22

22

22

22

yxyx

yyxx

OEyxr

ryx mm

 

x

y

C

 

 

5) Hallar la ecuación de la circunferencia cuyo centro esta en el 
punto (10, -5) y es tangente a la recta .05034 yx   

 

Planteamiento. 

.;
222

22
rkyhx

BA

cbyax
r  

Desarrollo. 

.02024

;0251244

..2512.525916

1226

;1
2

42
;2

2

26

22

22

22

22

yxyx

yyxx

OEyxr

r

yx mm  

x

Tangente

C

r

 

 
 

Intégrate a un equipo de trabajo de 3 o 4 compañeros, para 
observar y argumentar el desarrollo de estos dos ejemplos 

guiados, que son de mayor complejidad. 

 
6) Si los puntos P (5, 10), Q (7, 4) y R (-9, -4), son los vértices de 

un triángulo, determinar la ecuación ordinaria y general de la 

circunferencia circunscrita. 
 

7) Dada la ecuación de la circunferencia 097108483636
22

yxyx , 

hallar el centro, el radio y la ecuación ordinaria de dicha 

circunferencia. 
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6)  

 

Planteamiento. 

.

;0

222

2

12

2

12

22

rkyhx

yyxxrFEyDxyx
 

Desarrollo. 

 

..;07586

..;10043

.1010035410

;4;01252010

;3;065814

;097818

22

22

22

222

222

222

GEyxyx

OEyx

r

kkhrkh

hkhrkh

khrkh

 

 

 

x

y

P

Q

R

C

 
 

 

7)  
 

Planteamiento y Desarrollo. 

.0;
2

3
;

3

2
;0

2

3

3

2
;0

2

3
36

3

2
36

;,;09781
2

3
3616

6

4
36

;097
4

9

4

9
336

36

16

36

16

3

4
36

;097
6

18
36

6

8
36;097)

36

108
(36)

36

48
(36

;097108364836;097108483636

222

22

22

2222

2222

rkhyxyx

khCyx

yyxx

yxxyyxx

yyxxyxyx

 

 

 

x

y

C (-2/3, 3/2)
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 Parábola. Ejemplos. 

 

1) Una parábola cuyo vértice está en el origen y cuyo eje coincide 

con el eje “y”, pasa por el punto (4, 2). Hallar la ecuación de la 

parábola, las coordenadas de su foco, la ecuación de la directriz y 

la longitud de su lado recto. Trazar la gráfica correspondiente. 

Planteamiento:   pyx 4
2  

Desarrollo: 

p44
2

(-2); 16=-8p;  p=16/-8; p=-2 

por tanto la ecuación es: yx 8
2 ; F(0, -2); 

y =-(-2); y=2 directriz. LR=4(-2);  LR =8. 

x

y

F

V

y=2

 
 

 

2) Discutir la ecuación xy 6
2  y  dibujar la curva. 

Planteamiento: 
De acuerdo con el análisis la curva 

coincide con el eje “x” y p es (-). 
Por lo tanto la curva abre hacia la 
izquierda. 

Desarrollo:   
6

2
y

x : 

si y=0, x=0; si y=±2, x =-0.7 y; 

si y=±4, x =-2.7 
LR =4p; LR =4(-6); LR =-24 

Directriz: x =-p; x =-(-6); x =6 
F (p, 0); F (-6, 0). V (0, 0). 

x

y

x=6

V

F

 
 

 

3) Hallar la ecuación de la parábola de vértice en el origen, el lado 

recto y las coordenadas de su foco. Si la directriz es la recta     

y+5 =0. 

Planteamiento: 

Si la directriz es la recta y+5=0; 
entonces y =-5. Por lo tanto, la 

parábola abre hacia arriba. 

Desarrollo: 
p=5; LR=4p; LR=4(5); LR=20: F 

(0, 5); La ecuación será pyx 4
2 ;  

es decir yx 20
2 ; de donde: 

20

2
x

y . si x=0, y=0; si x=±2, y=0.2 

y; si x=±4; y=0.8 

 

x

y

y=-5

V

F
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4) Hallar la ecuación de la parábola cuyo vértice es el punto (3, 4) y 

cuyo foco es el punto (3, 2). Hallar también la ecuación de su 

directriz, la longitud de su lado recto y la gráfica correspondiente. 

 

Planteamiento: 

 

kyphx 4
2

 

 

Desarrollo: 

 P=-2; 

)4)(2(43
2

yx ; 

)4(896
2

yxx ;  

02386

032986

32896

2

2

2

yxx

yxx

yxx

;  

y=6; LR=4p=LR=8. 
 

 

x

y

PF

V

y=6

E
je

 F
o

ca
l

Directriz

 

 

5) Determinar la ecuación de la parábola cuyo foco es el punto (-3, 
1) y cuya directriz es la recta x=3. Hallar también su lado recto y 

trazar la gráfica correspondiente. 
 

Planteamiento: 

hxpky 4
2

 

p=-3;   )0)(3(41
2

xy  

Desarrollo: 

)(1212
2

xyy  

01122

1212

2

2

xyy

xyy
 

.1,0;12344 VLRpLR  

 

x

y

D
ir

e
c
tr

iz
x
=

3

VF

Eje Focal

 

 

6) Demostrar que la ecuación 09724204
2

yxx  representa una 

parábola y hallar las coordenadas del vértice y del foco, la 

ecuación de su directriz y la longitud de su lado recto. Trazando la 
gráfica correspondiente. 

 

Planteamiento: 

;09724204
2

yxx es una parábola cuyo eje focal es paralela o     

coincide con el eje “y”.  Dividiendo entre 4; 0
4

97
65

2
yxx  
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Desarrollo: 

;
4

97

4

25
6

2

5
;0

4

97
6

4

25

4

25
5

2

2
yxyxx     

.
2

9
,

2

5
;3,

2

5
;

2

3
;6;4;

2

3
;

4

6

;64;36
2

5
;3

4

24

2

5
;

2

72
6

2

5
222

FVyDirectrizLRpLRpp

pyxyxyx

 

 

x

y

V

F

Directriz y=3/2

E
je

 F
oc

al

(5/2, 3)

(5/2, 9/2)

 
 

7) Verificar que la ecuación 7120484
2

yxy  representa una 

parábola y hallar las coordenadas del vértice y del foco, la 

ecuación de su directriz y la longitud de su lado recto. Trazando la 
gráfica correspondiente. 

 

Planteamiento:    

 

7120484
2

yxy  es una parábola cuyo eje focal es paralela o 

coincide con el eje “x”. Dividiendo entra 4; 
4

71
512

2
yxy . 

Desarrollo: 

4

96
12

2

5
;

4

25

4

71
12

4

25
5

2

2
xyxyy  

.
2

5
,1;

2

5
,2;5;12;4

;3;
4

12
;124;212

2

5
;2412

2

5
22

FVxDirectrizLRpLR

pppxyxy

 

 

 

 

 
 

 



C. E. C. y T.  No. 11  WILFRIDO MASSIEU PÉREZ 

            

Ing. J. Ventura Ángel Felícitos 39 Academia de Matemáticas  
                                                                                             

x

y

FV

Eje Focal(1, 5/2)(-2, 5/2)

D
ir

e
c
tr

iz
x
=

-5

 
 
 

Intégrate a un equipo de trabajo de 3 o 4 compañeros, para 

observar y argumentar el desarrollo de estos dos ejemplos 
guiados, que son de mayor complejidad. 
 

8) Hallar la ecuación de la parábola cuyo eje es paralela al eje “x” y 

pasa por los puntos 7,65,0;1,
2

3
y . 

 

Planteamiento:  .0'''
2

FyExDy  

349''7'6;0''7'649

225''5;0''525

11'''
2

3
;0'''

2

3
1

FEDFED

FEFE

FEDFED

 

Desarrollo: 
 
Tomando la (1) y (3), al multiplicar (1) por 

4.  

453'5'11

__________________

49''7'6

4'4'4'6

FE

FED

FED

 

Ahora tomando la 

(2) y (4), al multiplicar (2) por -5  

 

72'36

_______________

53'5'11

125'5'25

E

FE

FE

;   ;
36

72
'E  

 
E’=-2;   sustituyendo E’ en (2) 
5(-2)+F’=-25;   F’=-25+10;   F’=-15 
sustituyendo E’ y F’ en (1) 

8'

)12(
3

2
';2151'

2

3

;1)15()2('
2

3

D

DD

D

 

.1,0;4

;2;8;281

16812

115812

;1582

01528

2

2

2

2

2

FxDirectriz

pLRxy

xyy

xyy

xyy

yxy
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x

y

D
ir

e
c
tr

iz
  

 x
=

4
 

 V (2, 1)F (0, 1)Eje Focal

 
 

9) Hallar la ecuación de la parábola cuyo eje es paralelo al eje “y” y 

pasa por los puntos 1,34,8;0,0 y . 

 

Planteamiento:  

.0'''
2

FyExDx  

29''3;0'''39

164''4'8;0''4'864

;0'

FEDFED

FEDFED

F

 

Desarrollo: 
Tomando la (1) y (2), al multiplicar (2) 

por 4.  

3100'5'20

_________________

64''4'8

36'4'4'12

FD

FED

FED

   
Sustituyendo F’ en (3). 

5';
20

100
'

100)0(5'20

DD

D

    

Sustituyendo D’ y F’ en (2) 
3(-5)+E’+0=-9;   E’=-9+15;   E’=6 
Quedando la ecuación: 
 

.
24

11
,

2

5
;

24

61

;
2

3
;6;

24

25
6

2

5

6

1
*

4

25
6

2

5

4

25
6

4

25
5

;65

065

2

2

2

2

2

FyDirectriz

pLRyx

yx

yxx

yxx

yxx

 

 

x

y

V (5/2, 25/24)

F (5/2, -11/24)

Directirz   y=61/24

E
je

 F
oc

al
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X

Y

L

R

B1

C
F2 F1

B2

V2 V1

R

L

X

Y

L

R

B1

L

R

CF2 F1

B2

V2

V1

 Elipse. 

 

Ejemplos. 

 

1) En la siguiente ecuación 4002516
22

yx . Hallar las coordenadas 

de los vértices y focos, las longitudes de los ejes mayor y menor, 

la excentricidad y la longitud de cada lado recto. Graficar. 

 

Planteamiento y Desarrollo: 

;
400

400

400

25

400

16
22

yx

  
;1

1625

22
yx

  
3;9

1625;

16;25

22

22

cc

cbac

ba

 

Resultado: Eje mayor= a2 =10; Eje menor= b2 =8; 

TR = ;4.6
5

32

5

)16(22
2

a

b

 
e = .

5

3

a

c
 

 
 

 
 

 
 

 
 

2) Hallar la ecuación de la elipse cuyos focos son los puntos (2, 0),  

    (-2, 0) y su excentricidad es igual 
3

2
 .

 
 

Planteamiento y desarrollo: 

a

c
e  ; 

3

2
e

    2

3

c

a

  
9

2
a  

22
cab  

5

49

b

b
 

5
2

b   
3

10

3

)5(22
2

a

b
TR

  
Resultado: 1

59

22
yx
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X

Y

B1 C

F2

F1

B2

V2

V1

3) Hallar la ecuación de la elipse que pasa por el punto )3,
2

7
(  tiene 

su centro en el origen, su eje menor coincide con el eje “x” y la 
longitud de su eje mayor es el doble de la de su eje menor. 

 

Planteamiento y desarrollo: 

Si  C(0,0) y eje menor coincide con eje “x”, su ecuación es: 1
2

2

2

2

a

y

b

x
 

Si pasa por )3,
2

7
(

 
Sustituimos “x” y “y” en la ecuación de la elipse.  

1
3

)
2

7
(

2

2

2
ab   

ba

ba

ba

2

4

)2(22

 ;  

12

416

22

c

c

bac

  4

2

)4(2

2

2
2

LR

LR

b
LR

 

2;164;497;41
4

9

4

7

;1
4

9

4

7
;1

)2(

94

7

22

22

2222

bbbb
bb

bbbb

    

Resultado: 1
164

22
yx
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4) El centro de una elipse es el punto (-2,-1) y uno de sus vértices es 

el punto (3, -1). Si la longitud de cada lado recto es 4, hállese la 

ecuación de la elipse, se excentricidad y las coordenadas de sus 

focos. 

 

Planteamiento y desarrollo: 

 

C (-2, -1); V (3, -1); a=5; 

1.3;10;10

;202;
5

2
4;

2
;4

2

2
22

bbb

b
b

a

b
LRLR

               

7.0;
5

15
;;8.3;15;1025;

22
ee

a

c
ecccbac

 

).1,8.5();1,8.1();,(,:cos: 21 FFKhCFfosCoordenada

                                     

.1
10

1

25

2
:

yx
ipseEcuaciónEl

  

 
 

 
 
 

 

 
 

 
 
 

 
 

 
 

 

 
 

 

 
 

 

 

 
 

 

 

X

Y

B1

CF2 F1

B2

V2 V1

L

R

L

R
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X

Y

B1

CF2 F1

B2

V2 V1

L

R

L

R

5) Reducir la ecuación dada a la forma ordinaria de la ecuación de la 

elipse, determinar todos sus elementos y graficar. 

        037183294
22

yxyx  
 

Planteamiento y desarrollo: 

 

2;4;3

9);1,4(;1
4

)1(

9

)4(
.;

36

36

36

)1(9

36

)4(4

;96437)12(9)168(4;37_189_324

tan;037183294

2

2
2222

2222

22

bba

aC
yx

ElipseEc
yx

yyxxyyx

trinomioeldoCompleyxyx

 

6.2
3

8

3

)4(22
;549

2
22

a

b
LRbac

 

74.0
3

5

a

c
e

 
Eje mayor=6 y Eje menor=4. 

 

 
 

 
 

 

 

 
 

 
 

 
 
 

 

 

 
 

 

 
 

 

 
 

 

 

 



C. E. C. y T.  No. 11  WILFRIDO MASSIEU PÉREZ 

            

Ing. J. Ventura Ángel Felícitos 45 Academia de Matemáticas  
                                                                                             

 Hipérbola. 

 

Ejemplos. 

 

1) Dada la hipérbola 1961649
22

xy , hallar: (a) los valores de a, b y 

c; (b) las coordenadas de los focos, de los vértices y de los 

extremos de los lados rectos;  c) la longitud del lados recto y d) 

las ecuaciones de las asíntotas, e) Dibujar la curva 

 

a) Reducir la ecuación a la 
forma ordinaria. 

 

1

4

494196

16

196

40
2222

xyxy
 

Por lo tanto, a= 24  y 

2
7

4
49b

   
Y así  

 

65
2

1

4

49

4

1622
bac  

 

y  65
4

1

a

c
e  

 
b) Como el término que 

contiene a y es positivo, 

sabemos que el eje 
transverso está incluido en el 
eje Y. Podemos ahora 

obtener las coordenadas de 

los puntos buscados:  

Focos: FF´= )65
2

1
,0(),0( c  

Vértices VV´= )2,0(),0( a  

Extremos de los latera recta 
 

LR y L´R´= 

)65
2

1
,

8

49
(),(

2

c
a

b

 
 

 
 

 
c) La longitud del lado resto es 

4

492
2

a

b
 

d) Las ecuaciones de las asíntotas 

son: 7y-4x=0  y  7y+4x=0 
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2) Dada la hipérbola 029181694
22

yxyx , determinar: a) los 

valores de a, b, c y e; (b) las coordenadas del centro de os focos y 
de los vértices; (c) las longitudes de los lateras recta y los ejes 

transverso y conjugado; (d) las ecuaciones de los ejes principales 

y de las asíntotas de la hipérbola, (e) Obtener la ecuación de la 
hipérbola conjugada y dibujar ambas curvas 

 

Completando cuadrados 

para expresar en su forma 

ordinaria 

1
4

)1(

9

)2(

36)1(9)2(4

22

22

yx

yx

 

El término que contiene a x 

es positivo, puesto que 
indica que el eje transverso 
es paralelo al eje X y la 

ecuación es de la forma 

1
)()(

2

2

2

2

b

ky

a

hx
 

Entonces: 

13
3

1
,13

24,39

22

a

c
ebac

ba

 

b) Las coordenadas del 

centro son (h, k)=(2,1) y, 
por consiguiente, los focos 

son 

FF´= ykch ),1,132(),(  los 

vértices V(h+a), k)=(5,1) y 

V´(h-a, k)=(-1, 1) 

 

 
 

 

 

 
 

 

 

a) Las longitudes del lado recto y los ejes 

transverso y conjugado son: 

respectivamente:  

3

82
2

a

b
LR , 2ª = 6 , 2b = 4 

b) La ecuación del eje principal es y – 1 = 
0. Las asíntotas son los factores del 
miembro izquierdo de la ecuación 

ordinaria igualado a cero: 
 
4(x-2)²-9(y-1)²=(2x-3y-1)(2x+3y-7) 

entonces las asíntotas serán: 
2x-3y-1=0          y      2x+3y – 7=0 

 
c) La forma ordinaria de la ecuación es: 

1
9

)2(

4

)1(
22

xy
  o  1

4

)1(

9

)2(
22

yx
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3) Determinar la ecuación de una hipérbola con centro en (-3,2) y 

una distancia del centro al foco de 5 unidades. La longitud del 

semieje conjugado es de 3 unidades. 

 

El problema no menciona si eje es 

paralelo al eje X o al eje Y, de 

donde 

a) 1
)()(

2

2

2

2

b

ky

a

hx
 

b) 1
)()(

2

2

2

2

b

hx

a

ky
 

 

Para ambos casos se requiere el 
valor de los parámetros a, b, h y k. 

Se tienen los valores de h= -3, k= 
2 y b= 3,  faltando el valor del 
parámetro a , pero se sabe que la 

hipérbola cumple la relación c² = 
a²+ b², entonces se puede calcular 

el valor de a 
 

a² = c² - b² 

luego entonces  a² = 5² - 3² = 16; 

a=4 
Con este valor se tiene que: 

 

1
9

)2(

16

)3(
22

yx
 

si se desarrolla 

9(x+3) ² - 16(y-2) ² = (16)(9) 

que equivale a 
 

9x² - 16y² + 54x + 64y –127=0 

 
Para el caso b se obtiene la 

siguiente ecuación 
-16x² +9y² -96x -36y + 252 =0 

 

a) 

 

x

y

C

FF' VV'

A

A'

 
 

b) 

 

x

y

C

F

F'

V

V'

AA'
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Ejercicios Propuestos.  

 

1) Determinar la ecuación de la circunferencia, cuyo centro es C (-4, 

3) y radio 5 m. Sol. » .068;2534
2222

yxyxyyx  

 

2) Hallar la ecuación de la circunferencia de centro (5,-2) y que pasa 
por el punto (-1, 5). 

    Sol. » .056410;8525
2222

yxyxyx  

 
3) Hallar la ecuación de la circunferencia de centro en el origen y de 

radio 3 m. Sol. » .09;9
2222

yxyyx  

 

4) Encontrar la ecuación de la circunferencia que pasa por el punto 
(4, -5) y cuyo centro está en el punto (6, -4).                       

Sol. » .047812;546
2222

yxyxyx  

 
5) Hallar la ecuación de la circunferencia, en el cual, el segmento de 

recta que determina los puntos (-1, 5) y (-5, -7) es un diámetro. 

Sol. » .03026;4013
2222

yxyxyx   

 
6) Encontrar la ecuación de la circunferencia cuyo centro esta a dos 

terceras partes de la distancia que separa el punto (5, 5) del 

punto (-1, -7); el radio es de 6 m.                                         

Sol. » .014622655;36
5

1

5

13 22

22

yxyxyx  

 

7) Hallar la ecuación de la circunferencia con C (-4, -1) y tangente a 

01223 yx . Sol. » .03528;5214
2222

yxyxyx  

 
8) Una  circunferencia es tangente a la recta 0434 yx , en el 

punto (4, -4) y el centro está en la recta 07yx . Determinar 

su ecuación ordinaria y general.                                            

Sol. » .02414;2570
2222

yyxyx  

 

9) Determinar la ecuación de la circunferencia que pasa por los 

puntos (1, 2), (-3, 6) y (-7, 2). 

     Sol. » .0346;1623
2222

yxyxyx  

 

10) Hallar la ecuación de la circunferencia que pasa por el punto      
           (0, 0), tenga de radio 13 y la abscisa de su centro sea -12. 

           Sol. »  .01024
22

yxyx  
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11) Encontrar la ecuación de la circunferencia que pasa por los 

puntos (4, -1), (1, 2) y (-2, -3). 

Sol. » .0175322;
16

170

4

5

4

3 22

22

yxyxyx  

 

12) Determinar la ecuación de la circunferencia que pasa por los 

puntos (-1, 1), (3, 5) y (5, 3). 

     Sol. » .03483255;
25

442

5

4

5

16 22

22

yxyxyx  

 

13) Dada la ecuación de la circunferencia; hallar el centro, el 
radio y su ecuación ordinaria. Además de su gráfica. 

 

a) ;01561022
22

yxyx      Sol. » c (5/2, -3/2);   r=4. 

 

b) 02968
22

yxyx ;    Sol. » c (4, -3);  r=-2i.  No representa 

ningún lugar geométrico real. 

c) 0442
22

yxyx ; 

 

d) 029104
22

yxyx ; 

 

e) 01246
22

yxyx ; 

 

f) 01026
22

yxyx ; 

 

g) .0124
22

yxyx          Sol. » 412
22

yx ; C(2, 1);   r=2. 

 

h) 07410
22

yxyx ; 

 

i) 02106
22

yxyx ;   Sol. » 3653
22

yx ; C(3, -5);  r=6. 

 

j 01453
22

yxyx ;  

                          Sol. » 
4

90

2

5

2

3
22

yx ; C
2

5
,

2

3
;  

2

90
r .  

 

14) Una parábola cuyo vértice está en el origen y cuyo eje 

coincide con el eje “x”, pasa por el punto (-4, 2). Hallar la 
ecuación de la parábola, las coordenadas del foco, la ecuación de 

la directriz y la longitud del lado recto. 

      Sol. » xy
2 ; F (-1/4, 0); x=1/4 y; LR=1. 
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15) Discutir la ecuación 04
2

yx  y trazar la curva 

correspondiente.            

              Sol. » p=1; F (0, 1); y=-1 y; LR=4. 

 

16) Hallar la ecuación de la parábola de vértice en el origen y 

foco el punto (3, 0). El lado recto y la ecuación de la directriz. 

         Sol. » xy 12
2 ; LR=12 y; x=-3. 

 
17) Hallar la ecuación de la parábola de vértice en el origen, siendo 

      su directriz la recta y-5=0. Así como sus demás elementos. 

      Sol. » p=-5; F (0, -5); LR=20; .20
2

yx   

 

18) Hallar la ecuación de la parábola cuyo vértice y foco son los 
puntos (-4, 3) y (-1, 3), respectivamente. Hallar también las 
ecuaciones de su directriz y de su lado recto, trazando la gráfica 

correspondiente. Sol. » .12;7;039126
2

LRxxyy  

 

19) La directriz de una parábola es la recta y-1=0 y su foco es el 
punto (4, -3). Hallar la ecuación de la parábola, su lado recto y trazar 

la gráfica correspondiente. Sol. » .2;8;02488
2

pLRyxx  

 

20) Hallar la ecuación de la parábola cuyo vértice y foco son los 

puntos (3, 3) y (3, 1), respectivamente. Hallar también la ecuación 

de su directriz y la longitud de su lado recto, trazando la gráfica 
correspondiente. Sol. » 

 

 21) Verificar que la ecuación indicada represente una parábola, 
encontrando sus elementos y la gráfica correspondiente. 

 

a) 01672249
2

yxx  

Sol. » 2,
3

4
;2,;8;2;8

3

4
2

FyDirectrizLRpyx  

 

b) 74
2

xy  

Sol. » 0,
4

3
;

4

11
,;4;1;

4

7
4

2
FxDirectrizLRpxy   

 

c) 15948124
2

yxx  

Sol. » 

2

1
,

2

3
;

2

13
,;12;3;

2

7
12

2

3
2

FyDirectrizLRpyx  
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d) 0321272
2

yxy  

Sol. » 

3,
8

23
;

8

9
,;

2

7
;

8

7
;2

2

7
3

2
FxDirectrizLRpxy  

 

e) 154
2

yxx  

Sol. » 
4

1
,2;

4

1
,;1;

4

1
;2

2
FyDirectrizLRpyx  

 

f) 7120484
2

yxy  

Sol. » 
2

5
,1;5,;12;3;212

2

5
2

FxDirectrizLRpxy  

 

22) Hallar la ecuación de la parábola que pasa por los puntos (0, 6),  

       (4, -2) y (6, -3) y cuyo eje focal es paralela al eje “y”. Así como 
       sus demás elementos y la gráfica correspondiente.  

        Sol. » 
2,6;4,

;4;1;346;024412
22

FyDirectriz

LRpyxyxx
 

 

23) Hallar la ecuación de la parábola que pasa por los puntos  

        (6, 7), (7/2, -3) y (8, 3), cuyo eje focal es paralela al eje “x”. 

        Así como sus demás elementos y la gráfica correspondiente. 

         Sol. » 
3,6;10,

;8;2;883;0556
22

FxDirectriz

LRpxyyxy
 

 
24) Hallar la ecuación de la parábola que pasa por los puntos (7,  

       17), (1, 5) y (7, -7), cuyo eje focal es paralela al eje “x”. Así 
       como sus demás elementos y la gráfica correspondiente. 

       Sol. » 
2,6;4,

;4;1;346;024412
22

FyDirectriz

LRpyxyxx
 

 

25) Para cada uno de los ejercicios, hallar las coordenadas de los 

focos, los extremos de los ejes mayor y menor, los extremos de cada 
lado recto y graficar. 

 

a) 1
2549

22
yx

  Sol: F 0,24 ,  0,7V    5,0B    7

25
,24 ,    

b)  1
925

22
xy

         Sol: F )4,0( ,   V )5,0(  )0,3(B    )4,
5

9
(),4,

5

9
(  
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c)  44
22

yx           Sol: F )0,3( ,  V )0,2(  )1,0(B      )
2

1
,3(),

2

1
,3(  

 

d)  1832
22

yx        Sol: )0,3(),,3( VOF  )60(B  )2,3(),2,3(  

 

e)  1
9

2

16

3
22

yy

  
Sol: )2,43(),73( VF  )32,3(B  

             )
4

9
2,73(),

4

9
2,73(  

 

26) Reducir la ecuación y graficar. 

 

a) 04002001602516
22

yxyx  Sol: 1
16

)4(

25

)5(
22

yx
 

b) 0321632416
22

yxyx    Sol. 1
16

)2(

4

)1(
22

yx
 

c) 060122423
22

yxyx          Sol: 1
3

)3(

2

)4(
22

yx
 

 
27) Escribe la ecuación de la elipse que satisface las condiciones 

dadas en cada uno de los ejercicios. 

 
a) Centro en (5,1) vértice en (5,4), extremo de su eje menor 

(3,1).  Sol: 1
4

)1(

4

)5(
22

yx
 

b) Vértice en (-1,3) y (5,3), la longitud del eje menor es 4. 

Sol: 1
4

)3(

9

)2(
22

yx
 

c) Centro en (-2,2), un vértice en (-2,6), extremo en un eje menor   

            (0, 2).    Sol: 1
4

)2(

16

)2(
22

xy

 
 

28) Hallar las ecuaciones de las hipérbolas que satisfacen las  

      condiciones siguientes: 
 

a) Eje real 8, focos ( )0,5     Sol. 9x²-16y²=144 

 
b) Centro (0,0), un foco (8,0), un vértice (6,0).  

     Sol. 7x²- 9y²=252 
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29) Hallar la ecuación de la hipérbola de centro el origen, eje real 

sobre el eje de coordenadas y, longitud del lado recto 36 y 

distancia entre los focos igual a 24.   Sol. 3y² -x² = 108 

 
30) Hallar la ecuación de la hipérbola de vértices ( )0,6  y  

      asíntotas 6y = +7x.   Sol. 49x² - 36y² = 1.764 

 

31) Hallar las ecuaciones de las hipérbolas cuyos focos y vértices  
      son:  

 

     
)1,5(),1,3(́);1,7(),1,5(´)(

);
2

1
,0(´),1,0(´)

);0,2(´),0,3()

VVFFc

VVFFb

VVa

 

 

               Sol. 1
20

)1(

16

)1(
;3412;1

54

22
22

22
yx

xy
yx

 

 

32) Determinar las ecuaciones de las hipérbolas conjugadas de: 
      

      0789)(;14/)(;1)(;3694)
22222222

xxydxycyxbyxa  

                Sol. 1
9

)4(
);1

4
);1);1

94
)

2
2

2
2

22
22

y
x

dy
x

cxyb
xy

a  

 

32) Escribir la ecuación de la hipérbola cuyos focos están situados 
simétricamente con respecto al origen sobre el eje X, tal que 
satisfaga las siguientes condiciones: 

 
a) 2a= 10, 2b = 8 

b) La distancia entre los focos es 10 unidades y el eje conjugado 

mide 8 unidades. 

c) La excentricidad es 3/2 y 2c = 6 
d) El eje transverso mide 10 unidades y e = 5/4 

 

         Sol. 1
3664

);1
54

);1
169

);1
1625

)
22222222

yx
d

yx
c

yx
b

yx
a  
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RAP 3. Resuelve problemas que involucren ecuaciones de segundo 
grado, en situaciones académicas y sociales. 

  

Ejemplos. 

 

1) La altura de un arco semicircular, medida a un metro de su 
extremo es de 7 m., ¿cuál será su altura máxima? 

 

 

Planteamiento: 

.
222

ryx  

Desarrollo: 

.25;
2

50

;502;0502

;4912;71

22

22222

rr

rrrr

rrrrr

 

 
 

 

 

 

 
2) Determinar la ecuación del arco parabólico formado por los cables 

que soportan un puente colgante cuando el claro es de 150 m., y 

la depresión de 20 m. 

 

.
4

1125
;)

16

1125
(4

.
16

1125
;

80

5625
;805625;20475;4

22

22

yxyx

pppppyx
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X

Y

(-40,0)

(-15,y)
(0,30)

(15,y)

(40,0)

3) Un arco de forma parabólica mide 6 m de largo en su base, su 

vértice está a 2.4 m arriba de la misma. Hállese la longitud de una 

viga paralela a la base y 1.8 m arriba de la misma. 

 

.3;
2

3
2;2.

2

3
;

4

9
;6.0

16

15
4

.
16

15
;

6.9

9
;6.99;4.243;4

2

22

mllxlxxx

pppppyx

 

 

 
 

4) Un arco de 80m de luz tiene forma semielíptica. Sabiendo que su 
altura es de 30 metros hallar la altura del arco en un punto 

situado a 15m del centro. 
 

Planteamiento y desarrollo: 
 

.900)
1600

1375
(;

1600

1375

900
;

1600

225
1

900

1
9001600

225
;1

9001600
;1

2
22

222

2

2

2

2

y
yy

yyx

b

y

a

x

 

 

myyyyy 81.27;
4

5515
;

4

12375
;

16

12375
;

1600

12375002  
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Intégrate a un equipo de trabajo de 3 o 4 compañeros, para 

observar y argumentar el desarrollo de este ejemplo guiado, que 

es de mayor complejidad. 

 

 

5) Hallar el lugar geométrico de los puntos cuyo producto de 
distancias a las rectas 4x – 3x + 11 = 0 y 4x + 3y + 5 = 0 sea 

igual a 
25

144
 

Sea P(x, y) un punto 

cualquiera 

 

25

144
)

5

534
)(

5

1134
(

yxyx

 

 
Simplificando 
 

1
16

)1(

9

)2(

0891864916

22

22

yx

obien

yxyx
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Ejercicios Propuestos. 

 

1) Hallar la longitud de la circunferencia cuya ecuación es 

            06220302525
22

yxyx .  Sol. » p=10.88 u. 

 

        2) Hallar el área del círculo cuya ecuación es  

            0103127299
22

yxyx .   Sol. » .5
2

uA  

 
        3) Escribir la ecuación del círculo en el cual el segmento de recta  

            que determina los puntos (-1, 5) y (-5, -7) es un diámetro.  

            Sol. » .03026
22

yxyx  

 

4) Hallar la ecuación de la circunferencia inscrita en el triángulo,   
    cuyos lados son las rectas; 02132 yx , 0623 yx  y   

     0932 yx .   Sol. » .0842;1321
2222

yxyxyx  

 

 5) El centro de una circunferencia esta en (-2, 4) y pasa por la  
intersección de 01074 yx  y 0723 yx . Hallar la ecuación 

ordinaria y general de dicha circunferencia. 

    Sol. » .0784;1342
2222

yxyxyx  

 

6) Una cuerda de la parábola 04
2

xy  es un segmento de la  

recta x-2y+3=0. Hallar su longitud. Sol. »  

 

7) Hallar la longitud de la cuerda focal de la parábola 08
2

yx  

que es paralela a la recta 0743 yx . Sol. » 

 

8) Encontrar la ecuación del diámetro de la circunferencia, cuya    

ecuación es 1612
22

yx . Sol. » 

 

9) Determinar la longitud de la cuerda de la circunferencia  

    1042
22

yx , que se divide por la mitad en el punto (1, 2).   

       Sol. »  

 

 10) Hallar la longitud del radio vector del punto de la parábola 

09
2

xy , cuya ordenada es igual a 6. Sol. » 

 
 11) La directriz de una parábola es la recta x+5=0 y su vértice es 

el  punto (0, 3). Hallar la ecuación de la parábola, su lado recto y 

trazar  la gráfica correspondiente. Sol. » 
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 12) Una cuerda de la parábola 04
2

xy  es un segmento de la 

       recta  x-2y+3=0. Hallar su longitud. Sol. »  
 

 13) Hallar la longitud de la cuerda focal de la parábola 08
2

yx  

       que es paralela a la recta 0743 yx .  

       Sol. » 
 

 14) Hallar la longitud del radio vector del punto de la parábola 

        09
2

xy , cuya ordenada es igual a 6. 

       Sol. » 

 

15) La órbita de la tierra es una elipse con el sol en uno de los 
focos. La longitud del eje mayor es 186 000 000 mi  y la 

excentricidad es o.o167. Hallar las distancias de los extremos del 

eje mayor al sol.                                                       
         Sol: 91.4 millones de millas y 94.6millones de millas. 

 
16) El arco de un paso subterráneo es una semielipse de 60 pies 
de ancho y 20 pies de altura. Hallar el claro de la orilla de un carril 

si la orilla esta a 20 pies del punto medio. 

        Sol: pies5
3

20

 
 

17) Hallar la ecuación de la trayectoria de un punto P(x, y) que 
se mueve de tal manera que su distancia a (-4, 0) es igual a dos 

tercios de la distancia de la recta x=-9 

        Sol: 1
2036

22
yx

 

 

18) Hallar el lugar geométrico de los puntos cuyo producto de las 
pendientes de las rectas que los une con los puntos fijos (-2,1) y 

(3,2) es igual a 4, representa una hipérbola.  

Sol: 4x²-y²-4x+3y-26=0 
 

19) Dada la hipérbola 144916
22

yx , hallar: a) las longitudes 

de los semiejes; b) las coordenadas de los focos; c) la 
excentricidad, d) las ecuaciones de las asíntotas. 

     Sol. .
3

4
).

3

5
)).0,5(´,).3,4) xydecFFbbaa  

 

 



C. E. C. y T.  No. 11  WILFRIDO MASSIEU PÉREZ 

            

Ing. J. Ventura Ángel Felícitos 59 Academia de Matemáticas  
                                                                                             

 

Unidad 3. Coordenadas Polares y Ecuaciones Paramétricas. 

 

 

x

y

 
 

 
Competencia Particular. Transforma las ecuaciones de lugares 

geométricos a los diferentes sistemas de coordenadas, transitando de 
cartesianas a polares o paramétricas y viceversa en situaciones 

académicas.  
 

RAP 1. Obtiene lugares geométricos mediante la localización de puntos 
en el plano polar. 

 
3.1.1. Lugares Geométricos, para las Coordenadas Polares. 

 
Ejemplos. Trazar los puntos y las ecuaciones dadas en el sistema polar. 
 

.º200,6)4;º120,4)3;º135,5)2;º30,3)1 DyKBP  

 

 

x

y

P (3, 30º)

B (-5, 135º)

K (4, -120º)

D (-6, -200º)
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.
1

1
)6;cos4)5

sen
ryr  

 
 

;1º180;5.0º90;1º0

2º60;5.3º30;0º90;4º0

rrrSi

rrrrSi
 

 

 

x

y

 

x

y

 
 

 

Intégrate a un equipo de trabajo de 3 o 4 compañeros, para 
observar y argumentar el desarrollo de este ejemplo guiado, que 

es de mayor complejidad. 
 
7) 2senr  

 

 
..090;145;00 etcrsiyrsirsi  

 

x

y
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3.1.2. Lugares Geométricos, para las Ecuaciones Paramétricas. 

 

Ejemplos. Trazar la gráfica de las siguientes ecuaciones paramétricas. 

 

1) 2) 

712

310

32;1

yyxt

yyxt

tyytx

 

142

320

102

3;2
2

yyxt

yyxt

yyxt

tyytx

 
 

x

y

 

x

y

 
 

Ejercicios. Trazar los puntos y las ecuaciones dadas en el sistema 

polar. 
 

.º300,6)4;º220,5)3;º120,4)2;º60,6)1 DyKBA  

 

.
22

2
)6;3)5

sen
rsenr     

 

.29)8;cos42)7
2

senrr  

                                                                                

 

 

RAP 2. Trasforma ecuaciones paramétricas a la forma cartesiana y 

viceversa, en situaciones académicas. 

 
3.2.1. Relaciones Entre Coordenadas Polares y Rectangulares.  

 

Para un lugar geométrico determinado, conviene, frecuentemente, saber 
transformar la ecuación polar en ecuación rectangular y recíprocamente. 

Para efectuar tal transformación debemos conocer las relaciones que 
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existen entre las coordenadas rectangulares y las coordenadas polares 

de cualquier punto del lugar geométrico. 

Se obtienen relaciones simples cuando el polo y el eje polar se hacen 

coincidir, respectivamente, con el origen y la parte positiva del eje “x”, 

tal como se indica en la figura.  

 
Sea un punto cualquiera, que tenga por coordenadas rectangulares (x, 

y) y por coordenadas polares (r, θ). 

 

 

x

y

P
(r, t)

(x, y)

At
)

r
y

xO

 

 

 

 

.

.;

.cos;cos

.;

222

1

yxr

x

y
tg

x

y
tg

rx
r

x

senry
r

y
sen

 

 
Ejemplos. Transformar las ecuaciones polares a rectangulares y 

viceversa. Así como trazar las gráficas en el sistema correspondiente. 
 

1) 
sen

r
3cos

2
. 

 

PLANTEAMIENTO Y  
DESARROLLO: 

 

.13

;3;
3

;
3

1
;

3

1

.cos;

yx

r

r
yx

yx

r
r

r

yx
r

r

y

r

x
r

r

x

r

y
sen

 

 
 

 

 

x

y
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2) 02
22

xyx  

      

 
PLANTEAMIENTO Y DESARROLLO: 

.cos2;cos2

;cos2cos

;cos2cos

;cos2cos

.cos;cos

.;

2

222

2222

22

r
r

r

rsenr

rsenrr

rsenrr

rx
r

x

senry
r

y
sen

 

 
 

 

 

x

y

 

 
 

3) Hallar la ecuación rectangular de la curva, cuyas ecuaciones 

paramétricas son: (trazar las gráficas correspondientes). 

 
a) Planteamiento y Desarrollo: 

 

.0623;32;1
32

.

1sec;
2

sec;
3

.sec23
222222

xy
xy

ricatrigonométidentidadlapor

tgcomo
yx

tgyytgx

 

x

y
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b) Planteamiento y Desarrollo: 

 

.04

;1;
4

4
;44;4;4;14;44

;44;1
4

4
;1

4
;

;1cos;
4

;
2

;cos.2;cos

22

2
22

22
2

222

kyh

pppLRpLRxyxy

xy
xy

x
y

ricatrigonométidentidadlapor

sencomo
y

sen
y

senxsenyx

 

x

y

 
 

Ejercicios.  

 
1) Hallar las coordenadas rectangulares del punto P cuyas coordenas 

polares son; (4, 120°). Sol. » x=-2 y y=2 3 . 

 
2) Hallar un par de coordenadas polares del punto P cuyas coordenadas 

rectangulares  son (3,-5). Sol. » r= 34 ; » Ө =300° 58´. 

 

3) Hallar la ecuación polar del lugar geométrico cuya ecuación 

rectangular es 0124
22

yxyx  Sol. 2
r -4rcosӨ -2rsenӨ +1=0. 

 

4) Pasar la ecuación rectangular dada a su forma polar. 

036222
22

yxyx . Sol. »  
2

2r 2 r cosӨ  - 6 r senӨ +3=0. 

 

5) Pasar la ecuación rectangular  dada a su forma polar 

02
22

yyx . Sol. »   
2

r -2 rsenӨ =0. 
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6) Hallar la ecuación rectangular del lugar geométrico cuya ecuación 

polar es: 
cos1

2
r

  
Sol. » 44

2
xy .   

 

7) Hallar la ecuación rectangular del lugar geométrico cuya ecuación 

polar es : 
cos2

2
r

  
Sol. » 

 
04443

22
xyx . 

 

8) Hallar la ecuación rectangular del lugar geométrico cuya ecuación 

polar es: r = 2(1-cosӨ ).  xyxyx 24
2222  

 

9) Escribir la ecuación siguiente en coordenadas rectangulares e 

identificar la curva.  
sen

r
21

1

    
01443

22
yx  

 

10) Hallar las coordenadas rectangulares del punto determinado 

por las coordenadas polares (6,120°).  Sol: (-3, 3 3 ). 

 
11) Expresa las coordenadas rectangulares (-2 , 2) en términos 

de coordenadas polares. Sol: (2 2  , 45°). 

 
12) Transformar la ecuación r = 4senӨ  a coordenadas 

rectangulares. Sol: yyx 4
22

. 

13) Trasformar la ecuación en coordenadas polares a 

rectangulares: 
sen

r
3cos

1
  Sol: x + 3y = 1. 

 

14) Transformar las ecuaciones siguientes a las correspondientes 

ecuaciones en coordenadas polares. 

 32 yx      Sol: 
sen

r
cos2

3
 

 03 yx      Sol: 0cos3 senr  

 yx 4
2      Sol: senr 4cos

2  

 9
22

yx      Sol: 3r  

 09
2

yx      Sol: 09cos
2

senr  

 42
22

yx      Sol: 4)31(
22

senr  

 yyx 2
22

     Sol: senr 2  
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15) Transformar las ecuaciones a las correspondientes 

ecuaciones en coordenadas rectangulares. 

 
 4cosr      Sol: 4x  

 cos6r      Sol: xyx 6
22  

 senr 8      Sol: yyx 8
22  

 
cos1

2
r      Sol: 14

2
xy  

 
cos43

3

sen
r     Sol: 334 yx  

 
sen

r
21

2
     Sol: 483

22
yyx  

 
 

 
 

3.2.2. Ecuaciones Polares de la Recta, la Circunferencia y las  
          Cónicas. 
 

 

● Ecuación de la Recta.   cosrp . 

 
1) Si ω=0°   »   p = r cosθ y la recta es  ┴ al eje polar y a p unidades 

a la derecha del origen. 
 
2) Si ω=180°   »   -p = r cosθ y la recta es  ┴ al eje polar y a p 

unidades a la izquierda del origen. 

 
3) Si ω=90°   »   p = r senθ y la recta es  ║ al eje polar y a p 

unidades arriba del origen. 
 
4) Si ω=270°   »   -p = r senθ y la recta es ║ al eje polar y a p 

unidades debajo del origen. 

 

 

Ejemplos.  
 
1) Basándose de una figura hállese la ecuación de la recta  ┴  al eje 

polar. 

a) 4u a la derecha del polo. 
b) 4u a la izquierda del polo. 
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a) si ω=0° » p=r cosθ;   r cosθ=4 

 

 

x

y

P

R

p

O

) t

l

A

(r, t)

 
 
 

 
b) si ω=0° » -p=r cosθ;   r cosθ=-

4 

 

 

x

y

P

R

O

A

l

-p

t
)

(r, t)

 

 
 

2) Basándose de una figura hállese la ecuación de la recta ║ al eje 

polar. 

 
a) 4u debajo del eje. 

b) 4u arriba del eje. 
 

 

a) si ω=270° » -p=r senθ;   r 

senθ=-4  
 

x

y

R

O
A

l

p

 

 

b) si ω=90° » p=r senθ;   r 

senθ=4 
 

x

y

AO

R

l

p

 
 
Si una recta no pasa por el origen, puede deducirse a.   

.
cos senBA

c
r  

 

Esto es, si Ax + By = C cuando C ≠ 0 y A y B ambas no igual a 

cero.  
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Ejemplos. 

 

1) Trazar la gráfica de la ecuación polar y encontrar la ecuación 

rectangular correspondiente. 

 

Planteamiento y Desarrollo: 
 

.442

.44

;2;
4cos2

4

yx

CyB

A
sen

r

 

 

x

y

O

A

 
 
2) Escribir la ecuación polar de la recta horizontal que pasa por el punto           

(3, 90°). 
 

Planteamiento y Desarrollo: 

 

.

190

;090cos90

;3;
cos

B

C
r

sen

r
senBA

C
r

 

 

 

x

y

l

A

0

-p=rseno

 

 

 

● Ecuación de la Circunferencia.   cos2
222

rccra . O bien 

 
222

cos2 acrcr  

 

1) Si la circunferencia pasa por el polo y su centro está sobre el eje 
polar, su ecuación es de la forma cos2 ar ; debiéndose tomar el 

signo positivo o el negativo según que el centro esté a la derecha o a la 

izquierda del polo. 
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2) Si la circunferencia pasa por el polo y su centro está sobre el eje 

polar, su ecuación es de la forma cos2 ar ; debiéndose tomar el 

signo positivo o el negativo según que el centro esté a la derecha o a la 

izquierda del polo. 

 
Ejemplos. 

 

1) Hallar la ecuación del círculo con centro en (5, 60°) y radio 3.  
 

 
Planteamiento: 

 
222

cos2 acrcr  

 

 

 
Desarrollo: 

 

.016)60(cos10

92560cos)5(2
2

rr

rr
 

 

 
2) Si cos4r . Hallar las coordenadas del centro del círculo y el radio 

correspondiente. 
 

 
Planteamiento: 

 
.cos2 ar  

 
 

 
Desarrollo: 

 

.2)0,2(;02

.

;2;cos)2(2

ayCdeciresyac

polarejeelsobreestacentrosuypoloelporpasa

nciacircunferelaar

 

 

 
● Ecuaciones de las Cónicas. 

 

 

1) Si un foco está en el polo y la 
directriz D es ┴ al eje polar y esta 

situada p unidades a la izquierda 
del polo, la ecuación es: 

.
cos1 e

ep
r  

 
2) Si un foco está en el polo y la 

directriz está a p unidades a la 

derecha del polo, la ecuación es: 

.
cos1 e

ep
r  

 

 

 

Eje Polar

P (r, O)

Di
re

ct
riz

p
Origen

r

O)B

_

_

>

>
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3) Si un foco está en el polo y 
la directriz  D es ║ al eje polar y 

a p unidades arriba del eje 

polar, la ecuación es: 

.
1 sene

ep
r  

 

4) Si un foco está en el polo y 
la directriz  D es ║ al eje polar y 

a p unidades debajo del eje 
polar, la ecuación es: 

 

.
1 sene

ep
r  

 

 

Directriz

A

Eje Polar

R

P (r, O)p

Origen

r

O)

_

_

 

  
Ejemplos. Trazar la gráfica de las ecuaciones. 

 

1) 
cos33

8
r .  

 

Planteamiento y Desarrollo: 
 

Dividiendo el numerador y 

denominador entre 3. 
 

.3.1
3

4
0.

.
3

8
1;

3

8

.1;
cos1

3

8

rSi

pecomoep

parábolaunaeser

 

 

 

7.2
3

8
270

180

;7.2
3

8
90

r

yerrorr

rSi

 

x

y

F

180°

90°

270°

0° A

 

 

 

2) 
cos23

15
r .  
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Planteamiento y Desarrollo: 

 

Dividiendo el numerador y 

denominador entre 3. 

 

150

.
2

15

3

2
;5

.
3

2
;

cos
3

2
1

5

rSi

pecomoep

elipseunaeser

 

 

5270

3180

;590

ry

r

rSi

 

x

y

A

0°

90°

180°

270°

F

 
 

Ejercicios Propuestos. 
 

1) Escribir la ecuación polar de cada una de las rectas descritas: 
 

a) recta horizontal que pasa por el punto (-3, 90°). 
     

b) recta vertical que pasa por el punto (4, Π). 
 

2) Hallar la ecuación del círculo con centro en (4, 0°) y radio 4. 
 

3) Si .32cos2 senr Hallar las coordenadas del centro del círculo y 

el radio correspondiente. 

 
4) Hallar la ecuación del círculo con centro en (7, 120°) y radio 5. 

 

5) Si .0522cos22
2

senrrr Hallar las coordenadas del centro 

del círculo y el radio correspondiente. 

 

6) Hallar la ecuación del círculo con centro en 
4

3
,6  y radio 4. 

 

7) Si .033cos
2

senrrr Hallar las coordenadas del centro del 

círculo y el radio correspondiente. 
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8) Hallar la ecuación del círculo con centro en 
6

7
,3  y pasa por el 

punto 
3

4
,2 . 

 

9) .
cos44

8
r    S »   Parábola. 

 

10) .
cos23

6
r    S »   Elipse. 

 

11) .
45

15

sen
r    S »   Hipérbola. 

 

12) .
cos22

9
r    S »   Parábola. 

 

13) .
cos2

12
r    S »   Elipse. 

 

14) .
cos32

4
r    S »   Hipérbola. 

 

15) .
33

10

sen
r    S »   Parábola. 

 

16) .
2

12

sen
r    S »   Elipse. 

 

17) .
cos21

2
r    S »   Hipérbola. 
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3.2.3. Ecuaciones Paramétricas. 

 

Ejemplos. Encontrar las ecuaciones paramétricas y/o cartesianas, dada 

las siguientes condiciones y trazar las gráficas correspondientes: 

 

1) La recta que pasa por los puntos (2, 6) y (-3, -4). 
 

.610;106);64(6

.25;52);23(2;4,36,2 21

tytyty

txtxtxPyPSí
 

x

y

 
 

2)    

.241;481;2
4

1

;
4

1
;2;

2

1
.221

22
2

2

222

yxyxy
x

igualando

x
tyt

x
ttyytx

 

x

y
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 Tiro Parabólico. 

 

Ejemplos.  

 

1) Se lanza una piedra con una velocidad de 160 ft/seg, con una 
dirección de 45° respecto a la horizontal. Hallar la distancia hasta 

la cual llega la piedra y su altura máxima. 

 

Planteamiento y Desarrollo: 

.200400

.200800400;160000800400

;800400400800;800800;800800

.Re.
800

;
25600

32
;

2

1
25600

16
;

4

2
25600

16

;

2

2
25600

16
;

45cos160
32

2

1
45.

..200200400

2

25
16

2

25
280.

;0800800;251625280

.800;25280;.25;
16

280

;28016;1628000,

;16280.280;
2

2
16032

2

1
45160

;45cos160./32;45;/160

22

22222

2222

2

2

22

2

2

2

2

22

22

0

kyhenvérticeCon

yxyx

yxxyxxxxy

duciendo
x

xy
x

xy
x

xy
x

xy

x
xy

x
xtgyrrectángulaEcuación

máximaalturafty

ymáxinaalturaladaránostiempodelmitadla

simétricaesparábolaunacomoyy

ftxxxentdosustituyent
t

t

ttttysueloalllegapiedralacuando

ttytxtxttseny

txsegftgsegftV

 

 

x

y
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2) Un pícher lanza una a horizontalmente con una velocidad inicial de  

    108 ft/g. Si el punto del disparo está 6 ft arriba del suelo: 

 

a) ¿a qué altura llega la pelota a la base meta, que está a una 

distancia de 60.5 ft del montículo? 
 

b) ¿cuál será la respuesta a esta pregunta si la velocidad inicial fuera 

de 132 ft? 

 

 

 
 

 

Planteamiento. 

 

.56.0

;
108

5.60
;1085.605.60

.108;1108;0cos108

.

.
2

1
cos

./32;0;/108

2

00

0

segt

ttxSi

txtxtx

Desarrollo

tgtsenVyytVx

segftgsegftV

 

 

 

.386.3;46.032
2

1

.46.0;
132

5.60

;132;/132)

.018.5

56.032
2

1
56.00108

2

0

ftyy

segtt

txsegftVa

fty

seny
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Ejercicios Propuestos: 

 

1) Trazar la gráfica de las siguientes ecuaciones paramétricas. 

tyytsenxdsenyyxc

tyytxbtyytxa

cos);2cos)

134);11)
2

 

2) Hallar la ecuación rectangular de la curva, cuyas ecuaciones 

paramétricas son:  (trazar las gráficas correspondientes). 

6.2;3;4;5.4;1
169

;cos43)

.2;2;122;2cos2)

22

22

cbaLR
yx

Syysenxb

khxySsenyyxa

3) Encontrar las ecuaciones paramétricas y/o cartesianas, dada las  
     siguientes condiciones y trazar las gráficas correspondientes: 

           .1.sec)

.1
4

3

4

2
.cos2322)

.1
9

4

16

3
.cos3443)

22

22

22

xySyytgxc

yx
Syysenxb

yx
Syysenxa

 

 

4) Un proyectil se dispara con una velocidad inicial de 192 ft/seg y  
con un ángulo de 30° arriba de la horizontal. Hallar las coordenadas 

de su posición al final de: 
a) 2 seg. 
b) ¿en qué tiempo está el proyectil a 96 ft arriba del suelo? 

c) ¿cuál es el alcance máximo que alcanza el proyectil? 

d) ¿cuál su altura máxima? 
 

S » a) x=332.554 ft; y=128 ft.   b) t1=4.7 seg. y t2=1.3 seg.    

c) x=997.661 ft.   y   d) y=144 ft. 
 

5) Un proyectil que se dispara formando un ángulo de 12 ° con la 

     horizontal, tiene una velocidad inicial de 678 mts. Háyanse: 

     a) las ecuaciones paramétricas de su trayectoria. 
     b) la altura máxima alcanzada. 

     c) su alcance horizontal hasta los 91.4 m, más próximos.     

S »  a) 

.
2

;
2

;
2

;
2

1
;cos 00

22

02

00
g

senv
t

g

senv
D

g

senv
Htgtsenvytvx

  b) x=19033.4 m.;     c) y=5.5 m. 



C. E. C. y T.  No. 11  WILFRIDO MASSIEU PÉREZ 

            

Ing. J. Ventura Ángel Felícitos 77 Academia de Matemáticas  
                                                                                             

 
Bibliografía. 
 

1) Lehmann Charles H. Geometría Analítica. Limusa. 15ª Ed. 1990. México, D. 
F. 

2) Cuellar Juan Antonio. Geometría Analítica. Mc. Graw Hill. 2° Ed. 2008 
México, D. F. 

3) Rivaud Juan José. Las Cónicas. Revista de la Sociedad Matemática 
Mexicana, “Matemáticas y Enseñanza”. 

4)  Bolt Brian. Algunas Actividades Matemáticas. Ed. Labor, 1988, que 
originalmente se publicó con el título de “More mathematical activities”, 
Cambridge university Press, 1985. La traducción al español es de Mariano 
Martínez Pérez.  

5) Filloy Eugenio  y Hitt Fernando. Geometría Analítica. Ed. Iberoamericana. 
México, D. F. 

6) Gordon Fuller. Ed. Pearson. Geometría Analítica. 
7) Apuntes del Ing. J. Ventura Ángel Fe lícitos, con 20 años de servicio. 
8) Wplotsp 
9) Geometry 
10) http://esfm.ipn.mx/fermat 
11) www.mcgraw-hill-educación.com 

 

 

http://esfm.ipn.mx/fermat

