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ACTIVIDAD I. PROBLEMAS PROPUESTOS EN LA GUIA Il

INTEGRALES QUE SE RESUELVEN EMPLEANDO IDENTIDADES TRIGONOMETRICAS
FUNDAMENTALES PARA INTEGRAR POTENCIAS DE FUNCIONES TRIGONOMETRICAS Y
PRODUCTOS DE POTENCIAS TRIGONOMETRICAS.

La siguiente tabla de identidades trigonométricas es fundamental para realizar todas

1) .[sen“dx = 6) Itan3 Xdx = 11) Isenzx cos® x dx = 16) j\tg34x sec* 4xdx

2) [sen‘dx = 7) [ tan* 3xdx = 12) f sen®xcos* x dx 17) : sen®xcos® xdx =
3) [ cos* 3xdx = 8) J' ctg *xdx = 13) j sen®2xcos’ 2xdx = | 18) : tan®x sec’ xdx =
4) [ cos® 2xdx = 9) [otg*xdx = 14) j tan® xsec’ xdx = | 19 .' tan®xsec® xdx =
5) [tan® xdx = 10) fetg*xdx = 15) j tan® xsec® xdx = | 20 ..seng’xcos3 Xdx =

las transformaciones necesarias para simplificar las expresiones trigonométricas
contenidas en las integrales.

Identidades trigonométricas

3 3 3 3
sen“ 1 =1-cos®u cost=1—-sen"u 3 1-cos2u a 1+ cos iy
sen’ o= —- 7 Ccost g = ——— =7
2 2
2 2 2 2 Sy =
sec” = 1+tan” u cect = 1+cot u SEN L1 SERE GO

SEN MK COSHX = %sen(m —H)x+%sen(m +H)X | CcosmRCOSHX = %cos(m —mix+t %cos(m +a)x

Problema 1

jsen“xdx = j(senzx)zdx = j[;(l— cos 2X):|2dX

= J.%(l— 205 2X + 052 2x Jix = %J‘dx - %jcos 2xdx + %J‘cos2 2xdx

A A
r N\ r A
u=2x V=2X
du = 2dx dv = 2dx

du _

du —=dx
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1 1 du 1 , dv
=—X——ICOSU—+— COS“V —
4 2 2 4 2

iy 1jcos udu + EJ‘coszvdv: L Lsenu+ E'f£(1+ cos 2v )dv
4 4 8 4 4 8°2

= Ex—lsen2x+ij(1+ cos2v)dv = Ex—lsen2x+ijdVJriIcos 2vdv
4 4 16 4 4 16 16
w=2v
dw = 2dv
dﬂ:dv
2
1 1 1 1 dw 1 1 1 1
= 7X—7sen2x+—v+—ICOSW—= ZX—Sen2X+ e 2X+ —_senw
4 4 16 16 2 4 4 16 32

1 1 1 1
= X—_sen2x+ —X+—sen 4x
4 4 8 32

3 1 1
=_X—_Sen2x+-—sen4x+c
8 4 32

Problema 2

2
I sen’®xdx = jsenxsen“xdx = I senx(sen?x)’dx
2
= J(l— cos? x) senxdx = J'(l— 2c0s? X+cos* X enxdx
_ ( 2 4
= [ (senx—2cos” xsenx +cos xsenx Hx

= f senxdx — ZJ cos 2 xsenxdx + I cos * xsenxdx

—r

U =CoS X V = COS X
du = —senxdx dv = —senxdx
—du = senxdx —dv = senxdx

3 V5

2u
=— —2(u?(-d Y(=du)=- 2(u?du—|vidv==— =
cos X Iu ( u)+jv( u)=—Cos X+ J'u u J'v e

cos® x
+c

2 3
=—COS X+ 008” X -
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Problema 3

. . 1 + cos 6x,° 1 .
J‘ cos*3x dx = J‘{cus‘Sx:]‘dx = J‘ (fjl dx = EJ‘{I + cos 6x Pdx =

1 ) 1 1 1 .
EJ‘H + 2 cozbx +cus‘ﬁx:]d:c:EJ‘dx+7—J‘ cos 6x dx+EJ‘ costbxdx =

1 1 lJ‘ ) 1 1 1 (1+EDSIEIJ

Ex-l_ﬁ n:n:nsﬁxd:r+ﬂ cos 6xdx—1x+ﬁsen ﬁx+ﬂ T dx =

1 1 6 1 P 1 120 d 1 1 6 1 1 120 d
4'x+125rm x+4.8 x+48 cos 12x x—4x+1255m x+48x+5?ﬁ cos llx dx =
L + 1 bx + L 12x +

-— X — 5En oXx ———-5en X c

48 12 576

Problema 4

[cos52xdx = [ cos2x(cos?2x)? dx = [ cos2x (1 — sen?2x)? = [cos2x (1 — 2sen?2x +

sen*2x)dx = [cos2x dx — 2 [ sen?2x cos2x dx + [ sen*2x cos 2xdx =

du
i =senix du = 2 cosZydx — = rosZxdx

e ST
—ESETL X ESEH, X 1[}39?‘1, X+ C

Problema 5
[/tan? xdx = [ (sec? x 1} = [ sec? xdx - [ ox
—tanX—X+¢

Problema 6

jtan3 xdx = I tan? x tan xdx = j(sec2 X —1)tan xdx

= J'secz x tan xdx — I tan xdx
—

u=tanx
du = sec? xdx

u? n2x

=Iudu— Ln\secx\+c=7— Ln\secx\+c = ta

Ln\sec x\ +c
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Problema 7

jtan“ 3xdx = %.[tanZ utan®udu = %jtan2 u(sec2 u —1)1u
—
U =3x =%j.tanzuseczudu—%ftanzudu

L du=ax i
3 v=tgu ; dv=secudu

= %IVZdV—%J(SeCZ u —1}ju = %g_%.[se&udu +%Jdu _ évs —%tg U +%u
1

~Lancu—Lyvixac=tian® 3x—1tan3x+£(3x)
9 3 9 3 3

= Etan3' 3x—1tan3x+x+c
9 3

Problema 8
_fcotz xdx = J‘(csc2 x—1)dx = _[cscz xdx —Idx =—Clgx —X+C
Problema 9

J.cotsxdx = I cot xcot® xdx = Icot x(csc? x—1)ix

= jcot x csc? xdx —Icot xdx = Iu(— du)— Lnjsenx|

u = ctgx
du =—csc? xdx
—du =csc? xdx
u? ctg *x
= —judu — Ln[senx| = — - Lnsenx| =- — Ln\senx\+c
Problema 10

Icot“ xdx = J.cot2 xcot?xdx = Icot2 x(csc? x—1) dx

= jcot2 xcsc? xdx —J'cotzxdx
f_%

u = cotx
du = —csc? xdx
— du =csc? xdx
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=ju2(—du)—j(csc2 x—l)dx:—J'uzdu—jcsczxdx+jdx=—u33+ctg X+X+C

cot® x
=— 3 +COotX+X+C

Problema 11

[sen’x cosirdx = [sen’xcos?xcosxdx = [ sen®x (1 — sen®x)cosx dx =

1 1

jsenzxcnsx dx — J‘senq‘x cosxdx = 5 sen’x —Esen5x+ c

Problema 12

J‘ sen’xcosixdx = j sen’x senx cos*xdx = j(i — cosix)senx cos*xdx =

= j senx costxdx — J‘ cos5%x senxdx = — j cos*x(—senx)dx + j cos5%x (—senx)dx

1 5 1 7
= — a5 x+§cas xt+c

5

Problema 13

J‘ sen®2x cos32x dx = j sen®2x cos?2xcos2x dx = J‘ sen®2x (1 — sen?2x) cos2x dx =

[sen®2x cos2xdx — [sen”2x cos2x dx = [u®- #— fu”- # = %f’uEdu— %fu?duz

u=zen 2x du=2cos2xdx I:';—f't=|:|:|52x|:|’x

1 u® 1 u®
=E-F—E-E+c=Esm52x—ﬁsm92x+c
Problema 14

Itan3 xsec” xdx = Itanz xsec’ xdxtan xsec xdx = ‘I‘(sec2 x-1 sec’ x(zec xtan xdx),

= ItanB xsec’ xdx = J‘secﬁ x(sec xtan xdx) — J‘snau:4 x(sec xtan xdx)

Sea w=secx, — du =szsecxtanxdx

De tal manera, que al hacer las sustituciones respectivas, queda:

‘I'ta.n3 xsec’ xdx = Iuﬁdu —J‘u‘*du = lu? —luj +z
7 5
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. tan® xsec® xdx = ;sec7 x—ésecS X+C
Problema 15
3 6 3 4 2 3 2 UV can?
Itan xsec” xdx = Itan Xsec” x sec” X dx = ftan X (sec x) sec” x dx
= Itan3x (1+ tan® x)zsec2 X dx = Itan3 X(1+ 2tan® x+ tan* x)sec” x dx

= J.tan3 xsec? xdx + 2'|‘tan5 xsec? xdx+J'tan7 xsec? xdx

K_H
u=tanx
du = sec? xdx
3 5 ;out o2t ® tan*x tan®x tan®x
:_[u du+2j.u du+ju =—+——+ —+C = T + +cC
4 6 8 4 3 8
Problema 16

J‘ tg*x sec*x dx = J‘ tg*x sec’®x sec®x dx = j tg*x (1+tgx) sec®xdx =

, , ut  u’ 1 1
[ tg*xsec?xdx + [ tgxsec?xdx=[ u*du+ [ubdu = "L? + "17 +c= Ethx + ;tg?x +c

u=tgx du = sec’x dx

Problema 17

_[sen3xcosz xdx = jsenzxcosz xsenxdx U = COS X
du = —senxdx
—du = senxdx

= _[(l— cos? x)cos? xsenx dx = _[cosz xsenxdx — jcos“xsenx dx

3 5 3 5
u u COS™ X COS™ X

5

+C
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Problema 18

ftan3xsec4 xdx = jtan3xsecz xsec? x dx

= jtan3x(1+tan2 x)sec? xdx = J‘tan3 xsec’ xdx+'[tan5xsec2 x dx
—
u=tanx

du = sec? xdx

4 6 4 g

u* u
=Ju3du+_[u5du27+ +C:tan X+tan X
4 6 4 6

+C

Problema 19

2
Itansxsecs X dx = jtan“x sec’ x secx tanx dx = J‘(tan2 x) sec? x secx tanx dx

2
= j(secz X —1) sec? x secx tan X dx = _[(sec“ X —2sec’ X +1) sec’ x secx tan x dx

= Isecexsecx tan x dx—stec“secx tan x dx+Iseczx sec X tan x dx

U =Secx
du =sec xtanx

7 5 3
=J'u6du—2j'u“du+.|‘u2du:L_ZLJF‘LJFC
7 5 3
7 5 1 3
=_5eCc’ X——Sec’> X+ —_sec’ x+c
7 5 3
Problema 20

Isen3xcos3 xdx = J.sensxcosz X oS X dX = jsen3x(1—sen2x)cosxdx

= jsen"’xcos xdx—jsensxcos x dx
f_)%

u=senx

du = cos xdx

—Ius(du) IUS(dU)_U4 u® sen*x  sen®x
- B 26 T 4 6 'C
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ACTIVIDAD COMPLEMENTARIA I.

PROBLEMAS PROPUESTOS EN LA GUIA Il

INTEGRALES QUE SE RESUELVEN EMPLEANDO IDENTIDADES TRIGONOMETRICAS
FUNDAMENTALES PARA INTEGRAR POTENCIAS DE FUNCIONES TRIGONOMETRICAS Y
PRODUCTOS DE POTENCIAS TRIGONOMETRICAS.

Soluciones

1. Solucién:

IcosE dxsindxdx = —%J‘(cos 4% (-4 sin 4 xdx)

Sea
¥ =cosdx, = du=-dsnxdx
De tal forma que

Ic0534x sin 4 xdx = —%‘I‘u3du =-"

J‘u:(::ns3 dxaindxds = —]]—ﬁcos" dx+e.

2. Solucion:

.5 2 ! 1. L 2.
Ism xcos xdx=Is1n xcos xs1nxdx=I| sin” x| cos” xsin xdx,

= Ism xoost xdx —J‘I 1-cos® x| |:os2 xsin xadx —‘I‘Il—Ecos x+cost xicos® xsin xdx,
= Ism KCOS xdx—‘[lcos x-2cost x+cos® xlsin xdx,

= Ism xoost xdx = ‘I‘cosg xsin xdx — ZIcos xsin xdx +‘|‘cc:-s‘S xsin xdx,

= Ism xcos xdx = —Icos xi(— sin xdx) +2J‘cos x(—sin xdx) —Icos xi(—sin xedx)

Sea

=cosx, = du=-snzxdx

De tal forma que
5 3 P S g e o 1oz o1 o L7, .
‘I‘sm xcos® xdx ‘I‘u e 2Iu du Iu ch 3&; 2 5 ?u e

. 1 2 1
Ismj xcosg xdx = —§c053 x+ gcosj X —ﬁcos? x+e.
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3. Solucion:

2
J‘cos" xdx = J‘I' cos? xl2 dx = J‘[%] dr = %‘I'l +2cos 2x + cos® 2adx,

= Icos xdx = —Il+ 2coslx +$dx = %J‘Z +dcos2x +1+ cosdxd,
= Icos xdx = —IB+ deos2x + cosdadx = %[3x+ 4[%sin Zx] +%sin 4x+cl];

cost xdx ——x+%s1n2x+%sm4x+c

4. Solucion:

‘l‘sing 3xcos? Ixdy = J‘[l —cosbx 1+ c;s 6x] dx = %J‘] - cos? Gxdx = %J‘sinz & xelx,

cosl2x _1 _ _1fo 1 _
= Ism Zxcos: 3xdr = 41— _EII coslZ2xdx E[x ﬁs1n12x+cl],

‘I‘sin2 3xcos® Ixdx = %x - 9_16 anlix +eo.

5. Solucion:

J'sin ZxcosSxdx

Aplicando laidentidad trigonométrica sinmxcossr = —sin(m — #)x +§sm(m +x)x, setene

2

sin 2xcos dxdy = lsinl‘:3 -ox+ %sin(B +0x = %sin(—Ex) + % sin Bx,

= sin 3xcosHady = —%sin 2x +%sin 8x

De tal manera que

Isin 3xcosdhxdr = J‘—%Sin 2x+ %sin Bxdx = —%[—%cos Zx] +%[—%c058x] +cz;

Isin 3xcoshxdx = ﬁcos 2x- % cos8x +to.
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6. Solucion:

Icos Axcos Sxdx

. . : . _ 1 1 -
Aplicande laidentidad trigenom étrica cosmrcos uy = 5 cosim —H)x + Ecos(m +)x, setiene:

cosdxcos 3xdr = %cos(él -9x +%cos(4 +3)x = %cos(—x} +%cos Tx,

1 1
= cosdxcos3x = —cosx +=cosix

2 i

De tal manera que

Icos dxcos3xdx = J‘%cos x+ ]ECOS Txdx =%sin x+ %[%sin ?x] +c;

Icos dxcos3xdx = % sinx+ %sin Tx+c

7. Solucion:

Icotz xdx = Icotz xcot xdx = \I‘(csc2 x—Tcotx= ‘[(cscz xoot x —cot Xidx,
= ‘I‘cot3 xdx = ‘I‘cscz x oot xdx - Icot xdx = ‘I‘cscz xoot xdx —ln | sin x| +o
Hallemos ahora, por sustitucion, J‘u:su:2 xoot xdx:

J‘u:su:2 xcot xdx = —J'u:ot x(—csc® xdx) v J‘csc:" xcot xdx = —J'u:su: x[—csc xcot xdx),

\I‘c:su:2 xcot xdx = —%cotj xte, i Icscz xootxdx = —%cscz Xt

Detal manera que se pueden dar dos respuestas, aparentemente disfinfas:
J- 3 D S N - 3 D N S -
cot” xdx = ECOt r-ln|snx|+c ¥ J'u:ot xdx=-—cect x-ln|anx |+ e
Mota: larazén de la aparente ambigiedad de larespuesta radica en el hecho de que
c:ot2 x= |:sc2 x—1 estoes, cot2 X = |:5|:2 Xt

8. Solucion:

Isec4 xdx = ‘l‘sec2 xsec” xdx = I(tang x+ Disec” xdx = \l‘tan2 xsec’ xdx+ \l‘seu:2 xdx,

J‘sec"' xdx = %ta:ﬂ3 x+tanx +e.
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9. Solucion:

J‘c:su:3 xdx = \I‘u:su:xu:su:2 xelx

Sea

H=cicx, = du=-cscxcotxdx
dv =csc® xdx, = v=-cotx
Asf

3 2 2
Iu:su: Xdx = -—cscxcootx-— Icsc xoot® xdx = —cscxootx —Icsc xlcae® x — Dz,
= IcscB xdx = —Csc xc'::-tJr—‘I‘csc3 xedx + Icsc xelx,

3
= ZIcsc xdx=-cscxcotx +ln |cscx—cot x| o

1 1
J‘c:su:3 xdx = - Zcscxcet xdy + Eln |cscx—cotx|+ o

10. Solucién:

‘I‘tanﬁ xsec’ xdx = ‘l'tan6 xsec” xsec’ xdx = Itanﬁ xsec’ ;vc(tan2 %+ Nedr,

= ‘l'tan6 xsect xdx = Itans xsect xdx + ‘l'tan6 xsect X,

11. Solucién:

Itanz xsec” xdx = Itanz xsec’ xdxtan xsec xdx = ‘li(snac:2 -1 sec’ x(zec xtan xdx),

= Itan3 xsec” xdx = ‘I'secti x(sec xtan xdx) — ‘l'sec"' x(sec xtan xdx)

Sea n=3zecx, — du =secxtan xdx

Detal manera, que al hacer las sustituciones respectivas, queda:

Itan3 xsec’ xdx = Iuﬁdu —‘I‘u"du = lu? —lus +a
K ]
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En éste mismo espacio se resuelve la integral de la secante clbica que se requiere para el
siguiente ejercicio.

Isec3 xdx = Isec xsec? xdx
Sea wH=3zecx, = du =gecxtan xdx

dv = sect x, = v=tanx
De tal manera, que al hacer las sustituciones respectivas, queda:

Isecz xdx = secxtan x —Isec xtan® xdx = sec xtan x —Isec x(sec x - Ddx,
= Isecz xedx =secxtan x — Is ect xdx + Isec xdx,

= 2ISEC3 xdx =secxtanx +ln|secx +tan x| +op;

- ) 1 N ) | N |
jsec xadx =‘=-§secx|,anx+-§mgs&:cx+u,anx5+c.

12. Solucién:

|.1:an2 xsed” xdx = |‘(sec2 x—1)sec? xdx = |‘sec5 xedx— [sec3 xedx,

[ [ [ 1 1
= |tan® xsec’ xdx = |sec’ xsec’ xcz’x—[l sec’ xdx = oec xtanx+§1n | sec x+ tan x|+cl}
Hota:

El resultado | sec® xdx = %sec xtan x +%1n |secx+tan x| 4o, e obtuve en el gjercico anterior,

Sea  wu=sec x, = du= Isec’ xtan xdx
dv=sect xdx, = v=tanzx

De tal manera, que al hacer las sustituciones respectivas, queda:

[ [ 1 1
|‘can2 xsec” xdx = sec” xtan x— 3| tan® xsec’ xa’x—gsec xtan x—§1n| secx+tan x| —op.

= 4| tan® xsec” xdx = sec” xtan x—%secxtanx—%ln |secx +tanx |—c;

1 1 1
- ER Lo 3. ! . Lot -

tan . xdx = —sec” xtanx ——secxtanx — =ln [secx+tan x
| tan”™ xse - 3 .
; E

- |—e.
4
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SOLUCION AL PROBLEMA PROPUESTO

[ sen®tcos?tdt

Solucidn:

fsen%cof;d;: ilsenjzﬁcosgzdz _ i(]_6582£]3(1+620523]d5=
= =%j|1—c052£|3|]+c0525 |zciz=lijd—cosEﬁlzll—c052£|ll+c0525 I7¥s
= =%j‘ll—|:os2.t|2|'l—|:-::-332z|.t|f:t’.t=%J‘I1—2::0525—i—u:c:-s:*Z.flll—c-::us2 21 |4t

- 1 &
= Isen%cos%a"z:ﬁill— o —2c0325+2cos32£+m—cos"'Z.ﬂIdz,

= isenﬁicoszzdi=%i|1—2c0323+2c033 2t —cost2fds,
= [senﬁicosgzdz =% [d:— [2c052£d£+ f2c053 2idf— [cos42£dﬁ:|,
1

* B - - ]
= isenﬁicoszédaf: é—sen2£+l2cosz2ﬁc052£dé—l|c0522.§| a!’f.:|,

—
L)

2
= isenﬁicosgzdz =L :—senZ:+2'||l—sen22£|c:os2zd£— I[%] cff},

16 .
= = % f—senli+2 icosZ.ﬁa’ﬁ— isenz2£c052£a?f.i|—%ilcosz4£+2cos4é+lla’ﬁ},
1] 1 1 1M » : :
= = —|i—senli+ 2| —seni——sen” 2f |— = Icos 43d£+iZcos4ﬁa’ﬁ+ldé .
16| 2 ] 4. J J
= = lro ser 4+ sen —Leentor - 1 TEOSE Ly Loonaris ||,
16 3 4/ 2 2
= i‘senﬁzcoszzda‘. =L z—lsen32£—l li‘lc:-::usEif+1|czi'.t+lsnan4.§+f
J 16 3 41 2. 2 ’
= j‘senﬁzcoszzdz =% z—%sen325—%{%(%sen&tﬁt]-ﬁ-%sen% +.EI|+C,
= jsenﬁicosgéda‘.=%_é—%sen32é—%sen8£—%ﬁ—%senﬂfﬁ—%ﬁ}%s;
co8 R E 1 e, 1 1
+_Isnan icos zdz_ﬁ_gz gsen 2t Esen-’-hf asen8£}+c.
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Actividad complementaria ll: Soluciones

Problema 1

jsen‘}x dx

= | (sen®x)?dx = 1= 2dx= — : dx
j en?x)?dx J‘( c2052x) J’('l 2cos(2xi+cos‘(2x))

1 1 1 .
= Ejdx— 3 jcos(Ex} dx + EJ‘CGS (2x) dx

1 1+ cosdx
dx——J‘cos(Ex)dx+ﬁ—1-J‘( )dx

2

+~|.—L

~p|-—k

-:/
jdx— - jcos(Ex)dx+ % jdx+ % jcosél-xdx
J

3 1
=3 dx—— cos(2x)dx+§ cosdx dx

du du

seau = 2x ; —=2; — = dx
dx 2
4 dv 4 dav d
vE dx e

_3jd 1j du+1j dv
=3 X— 5| cosu o+ o | cosv

=2 [ax— 7 [cosuau+ o [cosva
=3 x 3 cosu du 2 oSV dv

3 1 1
= éx—asen(Zx)+§sen(4x)+C

Problema 2

j sen? 3x cos?3xdx

. . . 1 2 1 + cos6bx
= | sen* 3x co5°3x co5-3xdx = (E sen 6x) ( 2 )dx

_J“l 26 (1+c056x)d
= 45311 X 2 x
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1 q
=3 sen? 6x (1 + cosbx)dx

5 1 5
== J‘sen‘ bxdx + 3 jsen‘ bx cosbx dx

_1](1—(:05123:)&: +1j 26 6xd
=3 2 X 5 sen- 6x cosbx dx

—1 1Jd L 1J 12x d +1J 26 bx d
=3°3 x 3°3 cos12x dx 3 sen? fx cosbx dx
=12 w4y du_ g
seau = 12x; oo = 12 =4
dv dv
v = 5en 6x; — =cos6x (6) ; — = coséx dx
dx 6
1 1 J‘ ﬂfu+ '1J‘ , dv
6 16" 127 8)"
1 1 . 1 8 .
=—x———senu+ — —
16 192 48 3

== ! 12x + E Sex+ C
T16 192 ST gt

Problema 3

J‘cosﬁxafx

. 1+ cos2xy® 1+ 3cos2x + 3cos? 2x + cos? 2x
= | (cos2x)3 dx = (f) dx = g dx

—1—"53 +3J‘ 2d+3J‘ :2d+1J‘ 32xd
=g | dx+ g |cos2xdx+ o [cos?2xdx+ o | cos® 2xdx

_1jd+3f 2d+3j(1+COS4x)d+1j 2x (cos? 2:) d
=3 xscosxx8 2 xscosxcosxx

—1jd+3j 2d+3jd+3 4d+1j 2x(1 22x) d
_8 X Py COS X ax 16 X 16 CO54X dXx 3 COSLX 5en X X

5 3 3 1 1 Y

=15 dx + éjc052xdx+ﬁjcas4-xdx+ éjcoﬂxdx— éjsen 2xcos2xdx
du

seau =2x; — =dx
2

_4 dv_d

v=4x; ek X
dw dw

w = sen 2x; — =cos2x(2) ; — =cos2xdx
dx 2
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:5—x+fJ‘cosuﬁ+i COSV E—Ejud—u
16 & 2 16 4 8 2
5x 1 3 1wl
=E+L—1-senu+asenv—ﬁ?+ﬁ'
=5—x+—sen2x+isen4x—isen32x+f
16 4 64 48

Problema 4

j sen® 2x dx

1— cosdx\’ 1—2cosdx + cos? 4x
= |(sen?2x)%dx= ( 3 ) dx = — dx

—1jd 1J‘ 4xd +1j Z4xd
=3 X 2 cosdx dx 1 cos” 4x dx
_1jd IJ‘ dxd +1J‘(1+c058x)d
=3 X 2 cosdx dx 1 2 X
—1jd 1j 4d+1jd+1j 8xd
=3 x— 5 | cosdwdrt o x+ o | cosBxdx
e du_, du_
seau = 4x; P 7 = ax
-3 dv_s dv_d
V= ax g -
ix 1 r:iu+1J‘ dv
=—— - | cosu —+ - | cosv —
8 2 4 8 8
3x 1 . 1 +C
= —— —Senu+ — senv
8 8 64
_ 3 4 +1 8x+C
=3 Ssenx 6439?15{

Problema 5

jsr‘m 3x cos5x dx

1
= j 3 [sen (3x —5x) + sen (3x + 5x)] dx
= % j(srm {(—2x) + sen 8x) dx

1 1
= —Ejsen(Zx)dx+ Efsrmedx
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seau = 2x; —=2; 2T dx
dx 2

=8 av dv_d

vER ax g =™

1 1
=-3 (-cosu) + ' (—cosv)+ C

= Leosan— Leossrac
—4COSJC 16COSJC

Problema 6

ftan\f3x sec? 3x a
ERVOR SR VR ax
\3x

1
= | tanv3x sec®/3x » dx
J‘ +3x
du 3 2du 1
secu = tany3x; — = sec?/3x - ; —— =sec?y3x . dx
dx 243x 3 \3x

2du 2 2 u? 1
= . i il - Z 2.f
ju 3 Sjudu 3 2+C—3ta‘n 3x+ C

Problema 7
x
jcot"—dx
4
= J. ccrtzE X cot? de = J. cot? E(c.';cz I 1) dx
4 4 4 4
= j m:rtzf X csczfdx —J cotzfdx = J-cotzfcscz fdx — J-(cscz I 1)dx
4 4 4 4 4 4
x du x 1 x
sea u=cot— i —=_55¢2_(_) s —4du =csczgdx

=

x dv_i adv = dx
1 Zx s 7T

=fu2(—4du]— Jcscz%+fdx

u 4 x x
=—4fu2du—4fcsc2v4dv+x =45 —4(—cotw) +x+C =—ZcorT+acoty +x+C
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Problema 8

_j" cot® 2xcsc 2xdx

= J cot®2xcsc? 2xesc? 2xdx = J cot®2x (1 + cot?2x) csc? 2xdx

= J. cot®2xcsc? 2xdx + J. cot®2xesc? 2xdx

= cot2 du 2(2x)2 Y cec?2xdx
gea u=rco X H dx— CEC X H 2 = CsC X
du du 12" 1u° 1 1
_ 3 s
=|wx (-F)+ e (-5) =22 Lt o= —Zcot’2x - —cot®
f ( 2) f 3 57 29+C 14cot 2x 18cot 2x+C
Problema 9
GD.SZ;
I'_m.sfdx
s
coszg
=f X zxdx=fcot2—><cscz—dx
sen® £ sen® g
x du , X1 .
sea U= cot— i — = —csc —(—) : —5du = csc” —dx
5 dx 5\5 5

u® 3 x
= | u? x (—5d =—5J du=-5—+C=—=cot?’=+C
ju ( ) udu 3 + S0 5+

Problema 10

J Vtan®4x sec*4xdx

3 3 3 7
= J tanZ 4xsec*4xsect dxdx = J tanZ4x(1 + tan®4x)sect4xdx = J tan2 4xsec’4xdx + f tan? 4xsect dxdx

tan4 “ 24x(4) du Zquxdx
sea U= ransx 5 —— = FecTax H — = e aXx
dx 4
3 du 7 du 1 2 1 7
=fjuzx —+ |u X — =—|uddut—| uldu
4 4 4 4
5 3
_1u2 1u2+c
45 49
2 2

1 1
=—tanf4x + —ftan®4x + C
10\/ arn” 4x 18\/ AT &x
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Problema 11

[ sec®xdx

= Jseczx(i + tan®x)? = Jseczx(l + 2tan®x+tan®x)dx

= J. seclxdx + 2 J. secixtan®xdx + J. secixtan® xdx

du 5 5
sea U= tanx ; E=sec x : du = sec” xdx

=Jseczx+2Juzxdu+fu‘du

t +2u3+u5+c
= tanx Sl
3 5

2 3 1 5
=trmx+§trm x+gtrm x+C

Problema 12
f cos®xsin? xdx
= J sin®x(1 — 2sin®x + sin®x) cos xdx

= J sin’xcosxdx — 2 Jsin"x cosxdx + fsinsxdx

du
s8a u=sinx . = £osx ; du = cosxdx
x

2 4 & u? o’
= du— 2 d dy=——2—+4+ —
J.u L1 J-u u+J.u U 3 5+?+c

1 3 2 5 + 1 7 +
=—FENTX — - FEN"X —FEN' X c
3 5 7
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Problema 13

j cos?(3x)sin® (3x)dx

= f cos? (3x)(1 — cos?(3x) ) sin(3x) dx

= J(cosz(Sx] — cos*(3x)sin (3x))dx

= f cos?(3x)sin(3x)dx — f cos*(3x) sin(3x) dx

du du
sea u=cos(3x) : = d_ = —gin(3x)3 : du= —3sin(3x)dx —? = sin(3x)dx
x

:fuz._d_“_jut_@
3 3

Problema 14

J’Jﬁnﬁ(Zx]dx

sec(2x)

= jsin%(zxj . dx = jsin%(Zx] cos(2x)dx

sec(2x)

d d
sea u = sin(2x) ; Eu = cos(2x)(2); ?‘u = cos(2x)dx

3
3odu 14 15 1
=Ju2-—=— +oc=—uT+c=—ysin?(2x) +¢
2 23, 5 5
2
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Problema 15

. 3% X
sin® —cos® —dx
a a

X o X 3 X
= sm—(‘l—cos —}cos —dx
a a a

X x X 2 X
= | (sin—— sin—cos°—) cos* —dx
a a a a
S X X X X
= | cos® —sin—dx — | cos®—sin—dx
a a a a

x du x 1 1 x x
588 U= cOS— i —= —sin—|— i du=——sin—dx ; —odu =sin—dx
o dx aa o o o

= J. ud(—adu) — J-us(—ﬂdu)

= —aJ-uadu+aJ-u5du

Problema 16

J- sin®6xcos6xdx

du du
sea u=sinbx ; — = cosbx(6) ; —cosbxdx
dx 6

du 1[ 1ut 1
w- —==|uldu =-—="sin‘6x+ec
J- 6 24 +
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Problema 17

jsinjrxdx = j(si‘nzx]asiﬂxdx = J-(i — coszx)asinxdx
= f(l — 3cos’x + 3cos*x — cos®x)sinxdx

= J sinxdx — 3 j cos’xsinxedx + 3 J cos*ysinxdx — j cos®xsinxdx

du
sea U= cosx ; — = —sinx —du = sinxdx

dx

= J. sinxdx — 3 J. u?(—du) + SJ. u(—du) — J.us(—du]
= J.sinxdx +3fu2du —EJ.u"du +J.u5du

u? 57
= inxdx +3——3—+—
J-smx + 3 S +7 +c

3

3 s 1 7
= —CO5X T+ CO5 x—gcos x+§cos x +c

PROFR. LUIS ALFONSO RONDERO GARCIA Pdgina 29



INSTITUTO POLITECNICO NACIONAL
CECYT “WILFRIDO MASSIEU PEREZ”
Departamento de Unidades de Aprendizaje del Area Basica

INTEGRACION POR PARTES.

ACTIVIDAD I1.PROBLEMAS PROPUESTOS EN LA GUIA Il
PROBLEMAS RESUELTOS.

1. J' X oS Xdx = f (x)(senx)— _[ senxdx = Xsenx — .f— COS X +C = XSENX + COS X +C

u=xX du = dx
dv=cosxdx v =senx

2.
Ixzsenxdx:udv:uv—jvdu L
=—x2cos x—j—cosx-Zxdx du=2xdx
) V =—C0S X
= —X" cos x+2J.xcosxdx dv = sen x dx
=—x2cosx+2xsenx—_[senxdx]
u=xX
= —x?cos X + 2[x sen x — (— cos x)] dv = cos x dx
=—X%C0S X +2X Sen X+ 2CoS X + C du = dx
V=S€en x
3.
u=x
jxexdx = xe* —jexdx dv = e*dx
=xe*—e*+c du = dx
v =g
4.,
J' 2 XAy _
xedx—udv—uv—J'vdu
2 AX X u:XZ
=x2e —je .2x dx b ix
-~ eX—ZIexxdx du = 2x dx
v=¢g"
=x% e* —2|xe* —jexdx]
=x’e*—2ex*+2e" +c o
- dv = e*dx
du = dx
v =g
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5. f xeX dx = Ixzxexzdx = J'weW WL e = E[WeW —Iewdw] ~ L e —Ej'ewdw
2 2 2 2 2
u=w; dv=ewdw ; du=dw; v=ew
w=x?
dw = 2xdx
d—W:xdx
2 1 1 1, 1

——we" ——e"+c= —x%* —Ze ¢
2 2 2 2

6. ILnxdx:anx—de—X:anx—Idx:anx—x+c
X

u=Lnx du:dl
dv = dx

V=X
7.

ijnxdx:x(Lnx—x)—J'anx—x(dx)

=x2Lnx—x2—jx Lnxdx+jxdx
XZ
:.|.anxdx+.[anxdx:sznx—x2 +7

X2
X2Lnx—x% +

1 1
:J'anxdx:—szx2 Inx—=x%+c
2 2 4
u=x
dv = Lnxdx
du =dx
v=XLnXx—-X
8
Ixzcosxdx:udv:uv—Jvdu
2
=x25enx—jsenx~2xdx u=x
dv = cos x dx
:xzsenx—zjxsenxdx du = 2xdx
=xzsenx—2[—xcosx—j—cosxdx] v =senx
:xzsenx—2[—xcosx+jcosxdx] U=x
= x?sen x — 2[~ x cos x + sen x| dv = sen xdx
) du = dx
=X“Sen X+ 2XCcoS X — 2sen X + ¢
V =—-C0S X
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9,
_[xae“dx:u dv=uv—jvdu u=x°
e o1 dv =e?*dx u=2x
2x
> I% -3x2 dx du = 3x%dx du = 2dx
e 1 2x diu_dx
= Ixzezxdx v=>e 2
—EIe“du
X% 3 x’e> J-lEZXZXdX 1.
2 2 =§e

342X 242X
:X; _i{xz —J‘xe“dx}

2x 2x 2x 2X
_[xezxdx x4 Ilezxdx_ —%J‘e“dxzxe _1(1e2xj=xe _& ..

2 2\2

u=x
dv = e®*dx
du =dx

v=.|‘dv=1e2X

e fer QUL raugue ter o1
v=j ezdx—je ) 2.[edu % e

u=2x
du = 2dx

Finalmente la integral original se resuelve asi:

342X
x€ —§x2e2X +§xe2X —§Iezxdx
4 4 4

342X
_ X 3yeer Syem 3 Loy g
4 4 4\ 2

Ixsezxdx =

2

— £X3e2x
2

3 v Syer _ 3y
4 4 8
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10.
j xe *dx =

x(—e7™) —I—e‘xdx = +Ie‘xdx =—xe X +(-e¥)=—x"

X

—e*+cC

u=x dv=edx

—X

du=dx v=-e

INTEGRALES DE POTENCIAS DE FUNCIONES

TRIGONOMETRICAS.PROBLEMAS ESPECIALES.
PROBLEMA 1.

-
j‘ Fanz x dx j‘ sentx j‘ SN X vEeNX
—E = _—
cos2 X

SR XvEER X

dx = [

cosily cos5x vocosx coexcos/coex

g B
= [tgxsectx [tgx dx= [tgesecisecixdx= [tgz(tg®+ Lsecixdx =

7 3 7 3
jtgixseczx dx+jtg§ser:2xdx= juidu+ jui du =

u=tgx

du = secixdx

s s
= ﬂ; +== ;\:‘rggx+ ;M.-'rg'5x+ €
z 2
PROBLEMA 2.
dx du 1
jm = jcsc22xsec42x dx = j csczusec“? = EJ‘ csclusectudu =

u=2x du = 2dx ?=dx

1 1 1
EJ‘ reclu{ser?u) fduy = EJ‘ csctu(l + tgiu)®du = EJ‘ cscH(1 + 2tglutigtuldu =

1 1 1
3 csczudu+i Ztgzucsczudu+i csclutgiudu =
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1 senfu 1 1 1  sen*u
—(—ctgu) + — —— du+— 5. ———du =
2 COS“U Sen<u 2 senc cos*u

SET U
__Ctg u-l_ "rEE‘S i "rEDS"".'.L

:——ctg 2x + [secfudu+- f du

cos JGDSEJ
1 1 a R
=-—ﬂctg2x+tgu+:ftg‘usec‘udu
v=tgu dv = sec? udu
1 1pr 4 1 1 et
= ——=ctg2x+ t32x+;fv‘dv= —-ctglx +1ig 2x+:.b? +rc

= —%r:tg 2x +tg 2x +§t§32x+ c

COMPROBACION

1 1 . ‘ 1y g e m 1y _— T n e
d(——zcrg 2% +tg 25+ = tg°2x ] = (_EJ (—c2c®2x)(2) + (sec®2x)(2) + (E] (3tg*2x)(sec?2x)(2)

" " " ” 1 2 sen® 2x 1
=(ese?2x + 2sec?2x + tg? 2xsec?2x)dx = - = = — | dx
Fen” 2x cos2lx costly  costlx
z 4 z p 4
( 1 2 sET ﬂx]dx cosT 2x+2sen®2xcos” 2x+sen™ 2x d
- sen’ 2x cost2x cost2x - sen2 2xcos*2x
smzzxcoszﬂx)d dx
en®2xcos*2x sen?2xcos*2x
PROBLEMA 3.
'Jx 'Jx 7 = b 5
sen” —cos” ;d:r = | sen®u cosu cosu 2du =2 | sen®ull — sen®u) cosu du =
x dx
U= uU=_ 2du =dx

2

=2 fsen'u cosu du— 2 fsa?n5u cosu du
n X X X X

= fsen' -cos-dx — fsensjcus:dx=

¥ = senu dv = cosu du
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4 -

; 2 1 " 1
=2_rv3dv—2_rv5dv= 22 =2 = Zgen*Z _Zgen®I4 ¢
a & 2 2 3 2
COMPROBACION
d(l X 1 E.'I:J_l 4 3 X x 1 1 6 g X x 1
ZSB‘H 2—35‘3‘?‘1 2 —2 52N 2[‘032 2—3 58N 2I:'IIFE'2 2
_ 3.'15 = o 5.’15 o
= 5&gn 2['0.5'2 Fen 2['0.5'2
X X X X X A = o = o
=SNEEEDSE(1—SB‘HZE)=SS‘H.EEI:'DEE{['DEZE)=£'STIHEL"D‘S}E+L"
PROBLEMA 4.

J‘ tg®5ox sec?Sx dx = J‘ tg®5x sec’Sx seciSx dx = J‘ tg?5x(1 + tg?5x)sec?sx =

=[ tg®5x sec®Sx dx + [ tg®5xsec’Sxdx =

u =tgox
du = sec*5x. 5. dx
du .
— = sec” Sxdx
5
R [yedu_ Lut 1wt u s, s,
—_ru.5+_ru 5 ~r5'4+56 20 30 o 30 €
PROBLEMA 5.

rosiy costy

jsenzxdx jsenzxdx
rosty

= j tgix sec*x dx = j tgixsecixsecixdx =
=[tg*(1+tg®x)sec’x dx = [tg®xsec®x dx + [ tg*xsec®x dx =
u = tgx ;du = sec’x dx
3 5 L B . B
3 a _w  uw _tgx , tgx
=u’du + [u*du St =, Tt

PROBLEMA 6.

3 2
[ 96 ) g S EE 2 (1066970 tg tgf db =J tg®6 db = [ tg*8 tg? B db=
Ctg¢ ctgt@-ctg @
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= J‘{tgz 6) tgtBda = J‘ (sec?® — 1)%tg6da = I{sec"ﬁ‘ — 2sec?8 + 1) tgt ade

= f rgzﬁ'ssczﬂssczﬁ' dfd — er rg”ﬂ secte de +f rgzﬁ' do
v=tgh .dv= sec’8 df

= f rg”ﬁ'[l + rgzﬂjlssczﬂ adf — 2 f rgzﬁ' sec’d df + Jr[ssczﬂ —1)df

= J tgld secads + f tgi8 sec?do— 2 J tgi8secis do + f sectd dg —f dd

= [tg*fzec®d df — [tg*Prec’d di + [sec*f dd— [do = [vidv— [vidr+egf — 8+ ¢

e _1_ g 1, 13
?—?+tg|5—ﬁ'+|::_§rg B—irg g+tgh -8+

PROBLEMA?.
J-sansy dy sentzsenydy f (1-cos*) seny dy
JEesy JEBEY JEoEy -

f|:1—25535y+cos"}sanydy_J-sanyriy_ J-Zcoszysanydy_l_ J-cos""saﬂyn!y_

EOE ¥ Scozy N ERY MR

] B z
[cos~iysenydy —2 [ coszy senydy + [ coszy senydy =
u = cosy du = —senydy —du = seny dy

= [u"3(—du)— qui (—du) + IHE(—dH}

i 5 9
" E T uz uz uz
=—fu zdu+2fuzdu— HZdUZ—T—FZ'_E_T
3 2 3
T - .1 e L % 2 2 4=
=—2Ju +Vut —oWu' = —2cosy + _ulu — Jutu +e
== 2Jeosy + —ul\u — Eu‘%’u + ¢
— % . /= 2 . —
=— 2,/cosy + -cos?y./cosy — —cosyfcosy + ¢
VEOSY T CCOSTy+fCOSY — [ COS JA[COSY 7

= — 2/cosy (1— Ecrjszy—kicas"y) + c
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PROBLEMA 8

Icotgxcsc3xdx
Solucidh -
2 3 _ 2 3 _ ER _ 3 _ 3
J‘u:ot xcsc xaf’x—f(u:su: x—Ticsc xdx—I(csc x-csc x)dx—fcsc xdx Iu:sc: xdx (1)
] Icscjxdx=‘[csc3xcsc3xdx

SEa

g=csc’x, = du=-3csc’xcotx

dv=rcsc? xdx, = v=-cotx
de tal modo, que al hacer las sustituciones respectivas en la férmula de integracidn por partes, gqueda:

‘I‘csu:5 xdx = -cotxcsc i x— BIcotzxcsc3xdx = —cotxcscix— 3]‘(::5::2 x-Desc xdx,
= Icscsxdx=—c:otxu:sc:3x—B‘rcscsxdx+BIcsc3xdx — 4]‘::3::5:!:::’;':=—cotxcsczx+3‘[csc3xdx,

5 1 3 3 3
= ICSC xdx = ——cotxcsc x+—J‘c:su: xdx (2]
4 4

Sustituyendo (23 en {1}, se obtiene:

J‘cotg xosc’ xdx = —lcotxcsc3x +3 csc’ xdx - Ic sc® xdx = —lcotxcsc3x —ljcs cxdx (%)
4 4 4

3 2
e Icsc xdx=Iu:su:xc:su: xdx

Sed
i =rcscx, = du=-cscxcotx
2
dv=cec’xdx, = v=—cotx

de tal modo, que al hacer las sustituciones respectivas en la férmula de integracién por partes, queda:

3 2 2 3
J'c:su: xdx=—u:otxu:su:x—]‘u:ot xcsu:xdx=—u:otxu:su:x—]‘(csu: x—l)u:su:xdx=—cotxcscx—jcsc xdx+Icscxdx:

= ZICSEBde=—cotxcscx+ln|cscx—cotx| = Icsc3xdx=—%cotxcscx+%ln|cscx—cotx| 47
sustituvende {(4) en (3) v agregando la constante de integracidn, se obtiene:

1 1 1 1
J‘u:ot2 Xcs |:3 xdx = —Ecotxcsc3x —E[—Ecotxcscx+ —1n|cs cx-— u:otx| ]+ Zh

J‘u:c:-t:*;ru:sc3 xdx = —%cotxcs x +%cotxcscx —éln|cs cx—cotx| +0
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INTEGRALES QUE SE RESUELVEN EMPLEANDO CAMBIO DE VARIABLE

PROBLEMA 1.

J- dx _
X +-/x
Hacemos la sustitucion :

u® =x
yaque “6“ eselm.c.am de losindices de ambos radicales:2y 3

u=x=*
dx =6u°du ; Ademas

x =u? \/;ZU3

5 3
I dx :J~62u du3:6ju du
Uk +4x Tut+u 1+u

Hacemos la sustitucién t=u+1y u=t-1entonces du = dt

t—1)dt t3 —3t2 + 3t —1)dt
:6.[( t) :6_[( -::_ b

3 2
:GI(tz —3t+3—1)dt:6 L—St—+3t—ln\t\+c
t 3 2

=2(u+1)° -9(u+1)* +18(u+1)-6Inu+1+c

Por lo tanto:

IS%:Z(Q X +1)3 —9(i X +l)2 +18 (‘i x+l)—6|n ‘i&ﬂ%c
X+

INTENTA REALIZAR LA COMPROBACION jjjj

PROFR. LUIS ALFONSO RONDERO GARCIA Pdgina 38



INSTITUTO POLITECNICO NACIONAL
CECYT “WILFRIDO MASSIEU PEREZ”
Departamento de Unidades de Aprendizaje del Area Basica

PROBLEMA 2. iMUY DIFICIL!

J(x®+ x®)¥x% + 2dx Se factoriza x y se introduce bajo el radical :

= [x(x?+x%)Vx3+2dx
=[P+ x93+ 2) dx = [ 2+ x5V + 2x% dx
u =x%+2x°

du =(6x% + 6x%)dx
=6(x" + x?)dx

d .
f ={x%+ x%)dx

4
I T T R T2
= [us e._e.fusdu e —B\,(x +2x3)% + ¢
R T I T ) lg—57 =3 4
- LG OF =1 AT =S YGE D e

x* 2
=—IlX C
—(x*+2)7+

COMPROBACION:

_'{:"" 3 3 _',::“‘ v 3 1 - 3 fj_ 3
dg(x +2)= =;'E(x +2)= (3x2) +(x +2}5E-4x

1 a3 5% _ 1 =
=23 +2 +2x3YP+2) =2 (a3 423 4+ 2)

=227 42 (2x%3+2) = (23 + D3 Va7 + 2

r

= (x%+ x3) Vxd+2
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INTEGRALES QUE SE RESUELVEN EMPLEANDO INTEGRACION POR
PARTES

PROBLEMA 1.

J'(SJE+2)_2 12 g

Solucién -
j(5\/5+ )7 g = J‘( 582 1 2) 7 2 (1)

Sea
112 1 -1 5 i -112 2
=542, = du= E><5£‘ +0 a’f:Et dt <t dfzga’u {2)
2
= J'(SJE+2) f"mdfzéju'zdu £(2)en (1)},
< _2[ 1 -2+ ]_2[1 -1 ]
= I(S\,’E—FZ) t cif—s —2+1M +c =3 _lu +o |

J‘(S«/hz)_zr‘“zdr=—%(5v’r'+2)_l+C {u=5r”2+2 y C=%c}.

PROBLEMA 2.
=5 Sx
[

&

Solucion -
=5 Sx x=5 S+x
g —-€ _fl € e _ a=5=tl-x)  Fbr={l-x) _
'[ g dx_'[[el'x_el'x jdx_j(e - )edx =

j( g2x—6 _e2x+2 )cix — jeh—ﬁdx_ je2x+2dx (3)

Sea 1
U=2x-5, = du=2dx < dx=—=du
2l @
v=2x+2, = dv=2dr = a’.x:%cfv

-5 €3+X

sustituyendo (4) en {3), se obtiene: jeia’x = %jeudu - %Ie"dv = %e“ - %ev +
g

1-x

2 —a Ll oaes 1 5
Loy J.de —EE? EE? +
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PROBLEMA 5.

O P 1
Ie dx EJ‘ﬁe dx E‘I\JEE de

1
2%
Ie*"? dx=2[we"dw (1)

Ahora, sea;

SEa w=\|"';, = dw= dx,

EwW, = du=dw
dv=g"dw, = v=g"
Aplicands la férmula de integracidn por partes, se obtiene:
Iwewdw = we' — Iewdw =we' —g" +g (2
De tal manera que:
EIwewdw =20we" —2" +o) =2we" — 22" +c (3
Fero, w= \E; porlo tanto:
J‘e"'?.:fx = Eaf;e'ﬁ ~ 2 4o

PROBLEMA 4.
sen xdx
Jis
1+cos® x
Sea

H=oosx, = du=-senxdr & —du=senxdx (2)
custiutuyende (2) en (1), se obtiene:

—ddu i _
Il+u2 =_Il+u2 mtan”u+C,

sen xdx

I—ﬂ = tan " (cosx) + O
1+cos® x
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PROBLEMA 5.

- Demostrar la siguiente igualdad :

sen"*xcosx n
+

Isen“xdx:—
n

_1_“sen“‘2 xdx
n

Solucion:

_[ sen"xdx = _[ sen"*xsenxdx

Proponiendo:  u= sen"*x
Dv= senxdx

J‘sen”xdx =—cos xsen"*x+(n —1)j cos? xsen"?xdx
= —cos xsen"*x +(n —1)I sen"?xdx — (n —1)_[ sen"xdx

Agrupando se tiene:

sen"'xcosx n
+

jsen"xdx:—
n

-1 I sen" ?xdx ... Asi queda demostrado
n
PROBLEMA 6.

JesXSen X dx = —3e¥*Cos = + QJeSXCos X dx
3 3 3

u=e* dv:Sengdx .U =e* dv:Cos;dx

du =3e3®dx v= —3Cos§ cdu=3e¥dx v= 3Sen§

— _3e¥Cos X+ 27e¥Sen > — 81fe3XSen X dx
3 3 3

= ie“ 9sen X —Cos X |+C
82 3 3
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PROBLEMA 7.

_[x" In xdx =

=1
{u=1nx dﬂ=£ dv=x"dk 1.'=|-x'=dr=x_}

Xn+1 Xn+1 dX
:4——MX—I——fAf
n+1 n+1\{ x

::5E1MX—AE——XM195
n+1 n+1 X
n+1

_X _L n+1-1
= e ) O

n+l

X |
= Inx———| x"dx
n+1 n+1

Xn+1 I Xn+l
= Inx— +C
n+1 n+1l n+1

n+l n+l
= Inx-— +C
n+1 (n+1)°

Xn+1 ( l j
= Inx——|+c
n+1 n+1

PROBLEMA 8.

j.ﬁ'l —r dx =

Sea u=x ; du= dx
dv=v1—xdx : [dv=/[(1 —xji-":z

w= (1 —x) ;%: -1 : dw = —dx; —dw =dx

J‘ dr = J‘w%( —dw)

i
V=-f w2 dw

2
wa

V:—T:_

(R RT]

Swi= —%(1—:]%

3
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x4l —xdx=x —E {1—::]% — —Eil—x]% dx
3 3

= _2%{1 —x:]%+§j(1 —x]% dx

2X

4 5
?(1 —X)z —Eil —Xz+c

PROBLEMA 9

J. xorctanxdx

du i dx
u= arctanx ; — = ; du =
dx 1+x2 1+x2
_ . _ s
dv =xdx ; V—fdv=fxdx=T
J’ P x? x? dx
xarctanxdx = arctan X —— | —
2 214 x2

x? 1J‘ x? P
= t —_ =
arctanx 573 15 x

Haciendo la division:

<3
= t _——— —
ﬂ-’?"ﬂ'ﬂ-’?‘lz 2 $I_1 X

x? lj’d 1J‘ ax
= — £ —_— —
zm"crmx 5 .'Juf+2 211

x? xr 1 [1 C
5 orctony — > + 513 arctanx| +

Iz x

= ?ﬂrcmﬂx - 5 + E arctanxy + C
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PROBLEMA 10.
[3x*e™%dx =
Sea u= 3x? ; du = Bxdx
dv = e ¥dx ; r= fdv =_re'”dx
w o= —dx E= —4 ; E=dx
dx —4
=f9“ X d;—z= —}1‘ [E“'dw = —le“ = —EE_#

3 2
= —Eng'“ +§J-x9'“dx

Integrando por partes

u=x ; du=dx
dr = e ¥dx L——lg'“
4
1
=——xze"“+5[x(——e'”)—f——e'”dx]
=—Ex29'“ —xe'“+—J.9'“dx
3 3
3 3 3 1
= _Zprgmax 2 e 22 ey
x“e xe +8( 4'9 )+
3 3 3
:——xze'“—gxﬁ'“—ﬁg'”+f
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PROBLEMA 11.

J- ax?dx _

1—x
L L
=J.4-x2(1 —x]_zdx=‘1-J.x=[1—x]_2dx
Sea u=x% du = 2xdx
1 1 1
dv =(1-x)"2 ; wv= jdv=J-(l—x]_2=—2(1—x]=

A s [ (-2 - 97 - [ 20 - D3C2xan) |

Y1l1-—=x

= 4-[—2:2[1 - x:]% + 4J.(1 —x]%xdx]
= _8x2(1 — 23 +15J.x'i1 — x)7dx

Integrando esta ultima por partes:

u=x : du=dx

1 i 2 2
dr = (1 — x)Zdx : 1:=J-d1:=J-[1—x]2dx=—§(1—x]2
1 2 3 2 2
= —8x%(1 — x)z +15[—§x(1 —x)2 —J. —5(1 —x]zdx]

_ 32 = 32 2
= —8x%4/1 —x—?xﬂl —x)z +?J.(l — x)2dx

— 32 2 64 PR
= —8x%41 —x—?xlil —x)z —Eﬂ —x)1l—x 4
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ACTIVIDAD 11l.PROBLEMAS PROPUESTOS

INTEGRALES QUE SE RESUELVEN EMPLEANDO INTEGRACION POR
SUSTITUCION TRIGONOMETRICA

PROBLEMA 1.
Sx dx xdx
le== 37

Secu ==

X 3
J x2-9
x= 3secu
3 dx = 3 secu tgu du

3secu -Irecut gu du sectutgudu 45 rsecdutgudu
=5'f : =45I—| qu :—f—li
. Sseci— 9 -.,'9(33;— 1) 3 y'seczu—i

sectutgu du

= 15 = 15[ sec®udu = 15tgu + ¢

15(“1_ I5‘)+C

JJtgtu

= H5x*—9 +¢

PROBLEMA 2
J’ xidx
x2 + 16
tgzzf
X2+16 *
X
x=4tgz
Z
4 dx= 4seczdz
j‘lﬁfﬂzz- 4secizdz flﬁtg""z 4seclzds j-r,gzzsaczz dz
16=tgiz + 16 16(tgiz + 1) seciz

4f tg*zdz = 4[(sec’z—1)dz = 4[[sec’zdz — [dzl= 4tgz— 4z + ¢

=X—4arctgxf+r:
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PROBLEMA 3
Sdx Scosudu cosu du cosu du Bcosu du
"I"'\.'EE— =T J"W'EE—:ES'E?'EE:L - 25’1"..,"25{1—39?25:1 o 5"r 5vl-zenfu IW’:E—:E&'E?‘!"“H o
x
Senu=-
=1
x= 5senu 5
dx= 5 cos u du X
VvV 25- %2
cosu du cosu du cosu du
—_— = — = — = du = = +c = 3
5Jr..|,"25|:1— seniu 5"r Sv1-sen?u 5"r Veoostu 5 j Su a]]]egara esta

parte debemos pensar en quién es u 7 y al observar el triangulo comprendemos que U es
el

angulo cuyo seno vale : 55 , lo cual se escribe: arcsen é

++ ¢l resultado final es: 5 arcsen §+c

PROBLEMA 4
J- x2dx .
Vo —a?
Senu="=
3
3
X X = 3senu
9-x2 dx= 3cosu du

Zu- Icosu du

9sen®u - 3cosudu 9sen® - 3cosudu Ssen
J J J

4/ 2(1 — senZu) 31— sen®u

———
40— 9sgnfu

z
d 2
gfw= 9f sen*udu = 9[> (1— cos2u) du =

’ -
WECOETU

PROFR. LUIS ALFONSO RONDERO GARCIA Pdgina 48



INSTITUTO POLITECNICO NACIONAL
CECYT “WILFRIDO MASSIEU PEREZ”
Departamento de Unidades de Aprendizaje del Area Basica

2 [du— %fr:r::szu du

v=_Zu
dv= 2du
dv
du= —
2
g g 1 — 9 x g
-u— - -—fcr::svdv— —arcsen—- — -senv + ¢
2 2 2 2 3 4
g x ] g x 9 x VI—xT
= Zarcsen- —=-senZ2v+ ¢ = =-arcsen——=-=- + ¢
2 3 4 2 3 2z 3 3
5 x 1 { =
= jarcsen; —ZXV9—x° + ¢
PROBLEMA 5

Después de todos los problemas que hemos resuelto juntos estas obligado
aresolverlo tu. Inténtalo y consiguelo !

PROBLEMA 6
J‘ dx _ x Vx?o
x2 -1
1
Secw =x

dx = secw tgw dw

_J- secw tgw dw fsecwtgwdw_ J-secw dw_J‘ cuswdw
Y secZw-— 1 tglw tg w senw
COS W

=[cscwdw = In|cscx —ctgx|+c

PROBLEMA 7

Después de todos los problemas que hemos resuelto juntos estas obligado
a resolverlo ta. Inténtalo y consiguelo !
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PROBLEMA 8

J"*-.fw djlf: 1

x X
X
seng = T ; X = sena
dx = coso da

Vi—zenio COSE
=[——cosada =[— cosada
S8R &

z

z —_
= _]"“:I::E = flsj:nmﬁ a= da— [senada=[cscxdx — (—cosa)
SN @
i — iE —
=Ln xi—“'ixx +V1—x2 +c =|In| V122 +C
PROBLEMA 9

Después de todos los problemas que hemos resuelto juntos estas obligado
a resolverlo ta. Inténtalo y consiguelo !

PROBLEMA 10

x% dx 9 sen®u - 3cosu du sen®u du - cosu du
J ===/ =27]

MR - y(8-9 sen?u)? (9—9sen? u)yV9-9 sen? u
&£
senu = —
3
3 x=35enu
x
dx = 3cosu du
O-x2
_5 J‘ sen? u cosu du J‘ sen?ucosu du _
9(1 — sen? u}ygfi—sen u} (1— senu)V1—sen’u

J‘ sen? cosu du jsenzudu
costu

= J‘tg:udu = J‘(seczu—i}du =

cos?u+cos?u

= [sec?udu — [du=tgu—u +c= = —arcsen;—‘+c

Vi—x2
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PROBLEMA 11

J‘Stg:asec: ada 1J‘ tg’asec’ ada
16(tg? a + 1)~ 2 (sec? a)?

xidx j4tgza - 2sec’ ada
(x2+4)2 (4tg® a + 4)°

x= 2ga

dx =2seclada

1 [tg*ada 1 . 111
== | —- = — Senodoa = = —(1—C952ﬂ}da =
secco 2 2J2

2
=2 [da .Irﬁ':"SZtTftit?f:ltlf—iul"z:t:suE u=2 du=2da , da=2
4 4 4 4 2 9
_1 1J‘ gy = . 1 N
—45! COSU u—4¢x Sse'nu e
. ! 2 _1 12 +
—4ﬂ Sﬁﬂﬂ—étx Ssenarcasa c
1 1
—Ecx—zsena:casa:—kc
-1 x_1f = 2
—4m"ctg 2 4 (w,-x=+4 «E‘I+4)+c
X x
o _ﬂTCtg E_ '-.-:::""+4+ €
=;arctg — 23+3+C
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Actividad Complementaria lll. Resuelve las siguientes integrales
indicando planteamientos ,operaciones y resultado.

1 ax
. ‘I‘ijll4_ %

En este ejercicio la expresién dentro del radical es de laformaa® —u*; por lo que la sustitucién debe ser:
x=2z:en8, -mi2C8Lai2
=  dr=Z2cosfdF
De tal manera quE'
doosBd8 doosHd 8 cos 848

‘[ 4- 5 I(Esenﬂ) qf'4 (2sen5') ‘[4sen 4 —dzen® g ‘[25311 5‘«,.‘4(1—sen 5‘)

cos8d 8 cos8d 8 1
= —[esc?Bdd=——cotd +c (13
‘[fxf4—x ‘[2sen g Zu'rcos g I4sen & '3059 ‘[ 4

Sustituyendo estos valores en (1), se obtiene:

I dx _
x*af4 - 2
Como x = Zzen &, entonces

snar1-:9=E
2

Con estos datos, construimos el triangulo rectangule que se observa
en lafigura de la derecha. 2

Delafigura, se deduce que;
1

cot&d = 4z i
x 4 — 2

Sustituyendo estos valores en (1), se obtiene:

7
d-x
R

ax _
[ e

PROFR. LUIS ALFONSO RONDERO GARCIA Pdgina 52



INSTITUTO POLITECNICO NACIONAL
CECYT “WILFRIDO MASSIEU PEREZ”
Departamento de Unidades de Aprendizaje del Area Basica

1
2. [—— i
J‘(zﬂ -2z + 5y

Solucién:

1 _ 1 _ 1
I(22 — 2z + 5 = I(zﬂ —2z+1+-4;.2dz I((z—nﬂ +4;.2':ng

Sea
z-1=2tand, = dz=2sec’ 8d8

Detal manera que;

1 4= (2520’ 8d8 . 2sec’ 638 _ o2sec”’8d6 _ 1 2sec’ 640
I LY 2 I 2 2 I 2 2 I 2 2 4 ?
((z-1)% +4) dtan® &+ 47 Jdigan® 8+ 100 J(4sec’ ) 165ect &

1 a8 1 2 1
dz = =_fJcos* 8489 =— [(coz 28+ 104 &,
I((z—1)2+4)2 Igmﬂg af 15“ )

1 1 1 1 1 1
— == 28+ —8+e0=—1(2 g &+ g+
I((z—1)2+4)2 e 2sen T3 £ 32( sen focos &) T e,

1 1 1 1
dz = dz = — Joos i+ =8+ 1y
I( . —dz I(( DF =) 1 {zen Bcos &) T L Y

Como z—-1=2tan &, entonces T2z +5
tan5'=z—_1¢>5‘=tan_lz_1 z-1
2 2
Con estos datos, construimoos el triangule rectangulo que se observa &
en lafigura de la derecha. 2

Delafigura, se deduce que

sen9=z—_1 v cosﬂ=# (Fig-1)
«dzz—22+5 «dzz—22+5
Sustituyendo estos valores en (1), se obtiene:
1 1 z-1 2 1, az-1
S S—— N R ' + —tan +o
.I‘I:Zj—22+5jl2 16 \(23_224_5 \(22_224_5 16 2
1 1 iz-1) 1, az-1
S B— A R S ET A
‘I‘(ZE—EZ+5:|2 Bzt -2z+5) 16 2
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1
Solucion:

En este ejercicio la expresidn dentro del radical es de la formaa® —u®; porle que la sustitucidn
debe zer:

x=3en 8, —mi2Lamlz
= dx =cos 848

De tal manera que:

1 o g Cos8d8 _ pcos8dd | wcos8d8 _ g g4
Iﬂ i ‘I‘M{l—sen:*Sl J‘,jcoszg I I '

V2 concluimos que:

cosd

Comox=3send < F=zen”

I L dx =sen " x+e
1-x°

4 [—@m

Solucion:

En este ejercicio la expresidn dentro del radical es de laforma al—u? potlo que la sustitucidn debe ser:
x=5send, -—afi<8 <l

=  dr=Icos8d8

Detal manera que;

25— 52 4f25- (Ssen &) f25— E
[REZIE Ot ) 5ospap = (VD278 agg
x J send

J Szen &

25— 12 ~f2501-sem? e - 2 *Scos?
- i 25— x dle ( )c:osa?dﬂ: i5c055 Cos dez iﬁcos gdé',
J x 4 sen & L sen & < osend
. .z ] —cpp 2 P a
= (VB 59 8 g 5 [cscgag— [seneus),
v x 4 send J J

N Y
= i&dxzﬁllnkscﬂ—cotﬂhcosgI+c (1)
J x

Como x =5sen &, entonces
x
sen & = — 5
5]

Con estos datos, construimes el tnangulo rectangule que se observe
en la figura de la derecha.

Delafigura, se deduce que: J5_ 2
foc_ 2 2
cosé‘:ﬁ, cotd= ﬁ |::5|::-:5‘:E {2
x x
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sustituyendo (2) en (1), se obtiene:

- || 2 2 2
1725;;; a’x=5[ln§—\{[25_x ‘+—J255—x }+c;

*

. —
|—”~’25xxdx= Sn PN TR

T
X

5. |2® +ddx

Solucion:

|nx? +4dx (1)

En este ejercicio la expresidn dentro del radical es delaforma a®+ 1, por 1o que la sustitucidn
debe ser:

x= 2tan &
s (2
=  dx=Z2sec” S48

De tal manera que, a sustitmr (27 en (1), se obhene:

|57 +ddn= | JCtan8)? +4 25ec2 84 8= [tm 814 2507 848,
= |Vx +adx= |G 6+1) 25ec’ 820 [243ec7 8 - 2sec? 848 = 4| sec” 8B,
= iﬁxz +4dx = 4(%sec9tan5'+%ln | sec&+tan & |]+c = Zzec Ftan & +21n | sec 8+ tan 8| +o,

= i\fxg +ddx = 2secftan & +nlsec @+ tean & +¢ (D)

Como x = 2tan &, entonces
tan 8 = g ) Trd

Con estos datos, constnuimeos el tnangulo rectangule que se observa
en la figura de la derecha. 4
Delafigura, se deduce que: 2
2
W5 +4
sec &= XT (5)

sustituyendo () v (3) en (3), ze obtiene:

2 2
- [z [ 2 [2 [
I 2t ddy =232 +4-£+1n£—x +4 +£} o= N2 +4+21n{x+ i +4} +e.

2 2 2 2 2 2
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- I s
G J—1+x4dx

Solucion:

c xdx
1
..l']_+;1;4 (:I

=EA
@ e 8=t x?, = xdx =%sec25‘d5 @)

sustituyendo (23 en (1), se obtiene:

* xdx _ 1 [ sec aara “seciddd 1¢ 1
= == = |dd=28+c (3
«ll+1f:4 2 1+tan l sect 8 «l 2 )

Por tltime, sustituyende & = tan ™ z* en (3), se obtiene:

| de4 = l1:5111'1x2 +ec
+ 1+x 2
&1
7 dx
ij -1
Sea
x=secl, = drx=zecftanfdd ()
[ dx = ] 1 secftanf48 {2y en (107,
Jdxd-1 deectd -1
= | da= [t Bl (3o 8ag - oscdd =lnfcsed—cotd|+e (I
s xt -1 . tan® &
Lafigura de la derecha se construye a partir de la defimeidn de
secd = hipotenusa v del hecho de que secf = x. x
cateto adyvacente e -1
& partir de dicha figura se deduce que; o
cscf= 2 cotd= 1 (4 1
xt -1 x4 -1
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Fmalmente, sastituyendo (43 en (3), se obtiene:

(x-D*

| x—1
+c=1n +c =1n T +c

x 1
n - -
xlfxg—] \flxz—1| Mx? -1

3 _ 12
a’x - (x=17 1 (x 1)+c=ln[x;lj +e
. x? - (x— l)(x+l) (x+1 x+1
1
sz_]dx—iln[ +1]

ACTIVIDAD COMPLEMENTARIA IV.

INTEGRACION DE FUNCIONES RACIONALES, POR FRACCIONES PARCIALES, CUANDO
EL DENOMINADOR SOLO TIENE FACTORES LINEALES

l—z—dx

-

En los siguientes ejercicios, obtenga la integral indefinida:

2 Sx— 2 4x -2
_ 2. 3. dx
1'.|‘x2+x—6d‘jr I J‘x -x* - 2x
5 J. -1lx+5
% —4x +ox—-2

32t - x +1
4. J‘ﬁfi}f

aF
7. IP—

2 _ _
o 6. J‘% idx

Soluciones
2

X
1. ng +x—6dx
solucidn:
x —1- x—h 1- x—6
r4xr-6 2rx-6 (x+3)x-2)

{expresande el integrando en la forma: parte entera-fraccidn propia. T factorizando el denominador}

Die tal manera que:

2
x =6 x—6
S — P | i — ————dr+ L)
[7 7= I[ (x+3)(x—2]] lematta @
Expresemos el integrando come una suma de fracciones parciales:

x—6 - 4, 8
(x+3(x-2) x+3 x-12
e multiplican ambos miembros de (1) por el minime comin denominador (x +30(x — 2), ¥ se simplific
x—6=Alx -2+ Bi{x+ 3,
= x-6=4Ax-2A+8x+38 {destruvendo paréntesiz),
= x-6={A+Bix+{-24+35 {asociando de una forma adecuadal ()

(0
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Como (21 ez unaidentidad, los coeficientes del miembro 1zquierdo deben seriguales a los coeficientes
correspondientes del miembro derecho. De tal menera que:

A+B=1 (3
~24+3B=-6 (4

Multiplicamos () por 2, ¥ la ecuacidn resultante la sumarmos con la (4):

24+28= 2
~24+38 =6
53=—4@3=—§ )

Sustituvendo (20 en (3) v operan do anitméticamente, se obtiene:

G
A== &
2 ©
Sustituvende (23, (81 en (17, se obtiene:
=6 _ 5 4

(x+3(x-2) 5x+3) 5(x-2)
Detala manera que:

x5 9.1, 4,1
I(x+3)(x—2)dx'ﬂmdx e

dx,

Sustituyendo (7) en (M), se obtiene:
2

J‘ﬁd;{ =x- [%1n(x+3) —%ln(x -2+, ] +ey;

J‘#dx= x—%ln(x+3) +%1n(x—2)+c:.
Sx-2
2. d
J‘xz -4 8
Solucidn:
Sx-2 Sx-2

{factorizando el denominador}

e F e e
Expresamos el integran do como una suma de fracciones parciales:
Sx -2 - 4 B )
(x+20x-2) x+2 x-2
e multiplican ambos miembros de (1) por el minim o comun denominador (x+ 2)(x — 2), v se simplifica
Sx—2=Alx-2+ Blx+ 2,
= Sx-2=Ax-2A+08x+ 2B {destruvende paréntesis],
= Ix-2=(A+Dx+(-2A+2E) {asociando de unaforma adecuadal ()
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Como (2] es unaidentidad, los coeficientes del miembro izquierds deben ser iguales alos coeficientes

cotrespondientes del miembro derecho. De tal menera que
A+ FB=5 (3
-24+28=-2 (4
Multiplicamos (2) por 2, ¥ la ecuacidn resultante la sumatnos con la (4
2A4+28=10
—2A+28=-2
d8=8& B=2 (3)

Sustituyendo (3) en (3) v operando aritméticamente, se obtiene:

A=3 (&
Sustituyendo (3), (63 en (1), se obtiene:
Sx—2 -3 .. 2

(x+20x-2) x+2 x-2
De tala manera cue:

Sx-2 4 3 a :
Ix§_4dx—jx+2dx+fx_2dx,

Sx—2

Ixz—4dx=
Ax-2
3 Ix -xt-0x ax

solucidn;
dx -2 dx -2
dr =
== Ieau
Expresemos el integrando como una suma de fracoiones parciales:
4x -2 4, 5B . C (1)
Mx-2x+1) x x-2 x+1

Se multiplican ambos miembros de (1) por el minimo comin denominador xix — 2)(x +1),
¥ se simplifica

dr—-2= Ax-2Dx+ D+ Bxlzx+ T+ Txlx— 20,
=  dx-2=Ax -Ax-24A+8x +Bx+0x - 2Cx {destruyendo paréntesia},
=  dx-2s(A+B+Cxt +(-A+B-2Cx+(-24) {asociande de unaforma adecuadal  (2)
Como (2 es unaidentidad, los coeficientes del miembro izquierds deben seriguales a los coeficientes
correspondientes del miembro derecho. De tal menera que;

dx {factonzando el denominador}
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A+B+CT =10 )
—A+EB-20=4 )
—24=-2&=4=1 (3
sustituyendo (5) en (4, como tambien (00 en (3) v operando aritm et camente, se obtiene:
B-20=5 (&)

B+C=-1 (7N
Eestande {63 de (7}, se obtiene:
B +0=-1
— B+l =-5
AC=—besC0=-2 (&

sustituyendo (2) en (8), v operando aritméticamente, se obtiene:

B=1 (%
sustituyendo (90, (8) v (P en (1), se obtiene:
dx -2 1, 1 _ 2

Ax-2(x+D x x-2 x+l

De tal manera que;
dx -2 1 1
————dxr=[—dx+
Ix3—xz—2x * Ix g Ix—
dx -2 _
‘I‘#dx—lnx+1n(x—2)—21n(x+l)+c.
xr-x -2z

zdx—j E dx

x+1

Ixt —x+1

X T X

Solucidn:

3x2—x+1 s —x+1 - -
factorizando el denominador
I X —x I 2ix-1 { )
Expresemos el integrando como una suma de fracciones parciales:
2
ozl _A B, T (1)

Hlx-1 2 oz ox-1

Se multiplican ambos miembros de (13 por el minime comin denominador x* (x - 13, v ze simplifica:
3x' —x+1=Ax -1+ Bx(z -1 + Cx°,

=  3x —x+l=Ax-A+Bx' -Bx+Cx {destruyendo paréntesis},

= 3x-x+l= (5 + C")x2 +{A-Bix-A {asociando de unaforma adecuadal  (2)

Como (2) es unaidentidad, los coeficientes del miembro izquierdo deben seriguales a los coeficientes
correspondientes del miembro derecho. De tal menera que:
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B+C=3 (3
A-B=-1 B
—d=1o4=-1 (9

Sustituyende (2) en () ¥ operan do anitméticamente, se obtiene:

F=0 (&)
sSustituyende (8) en (2) ¥ operan do antméticamente, se obtiene:
=3

Sustituyendo (20, (61 v {7 en (1), se obliene:

2 _ _
3x:4 x+1 _:].+E+ 3
»ix-1 o x x-1

De tal manera que:

[t =-f%dx+31x1
- 1
Iizf;*

5 522 —11x +5
Ix -4z +5x-2

Solucidn:

T 11,4 2 {1y 4+
[ x35f 4?:21 Fﬁx_i Rl :— 1;121(1;C - 25) @
Expresemos el integrando como una suma de fracciones parciales:
5f—3u+5§ 4,8 ,C )
(x-T'(x-2) (x-1* =x-1 x-2
Se multiplican ambos miembros de (1) por el minime comin denominader x°(x - 1), v se simplifica
Sxt ~1lx+5=Ax -2+ Bx-Dx-2)+Cx-0°  (2),
Sxt —1lx+5= Ax— 24+ Bx* —3Bx+ 2B+ 0% - 20x+C  {destruyendo paréntesis),
Sxf —1lx+5=(B+ 2 +(A-3B-20x+(—24+ 28 +(0

{asociando de una forma adecuadal ()

{factonizando el denominador}

Ul

Como (3) esunaidentidad, los coeficientes del miembro izquierde deben seriguales a los coeficientes
correspondientes del miembro derecho. De tal menera que:
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B+ =5 <
A-38-20=-11 =)
24+ 2B+ =5 (6]
A en (2 se sustituye lax por 2, se obtiene:

S(2° 112 + 5= A2 -2+ B(x - D2 -2) + T2 - D%

=3 N
Justituvendo (7)) en (4) ¥ operande antmeticamente, se obtiene:
B=2 (&

sustituyende (7)), () en (D), v operando aritméticamente, se obtiene:

A=1 )
custituyende (7, (8) w {9 en (1), se obtiene:
57t -11x+5 _ 1 2 3

+ +

(x-1P(x-2) (x-DF x-1 x-2

De tala manera que:

52 -11x+5 1 2 3
dx = dx+ dx + dx
Ix3—4x3+5x—2 x I(x—1)3 x Ix—l x Ix—z x’

I 52 -11lx + 5

2 -dxt +5x-2

—;Ti+21n|x—1|+31n|x — 2| +¢
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6. I 6x° - 2x- 1.:1!’
4% - x
Solucidn:
fx' -2x-1 fx" -2x-1
dx =
| Iyt s
Ezxpresemos el integrando como una suma de fracciones parciales:

4
62 -2x-1 _A, B , C )

dx {factorizando el denominador}

x(Zx-D(2x+1) x 2x-1 2x+1

Se multiplican ambos miembros de (1) por el minimo comin denominader x(2x -2z + 1),

v se simplifica:
6x° —2x-1= A(Zx - D(2x+ 1)+ Bx(2x+ 1+ Cx(2x - 1 {2,
=  6x -2x-1=44x* - A+28x* + Bx+ 20%° -Cx {destruyendo paréntesis},
=  6x -2x-1 =(44+28+ Eijg +(B-Cx+(-4) {asociando de unaforma adecuada) (=)

Como (3) es unaidentidad, los coeficientes del miembro izquierdo deben seriguales a los coeficientes
correspondientes del miembro derecho. De tal menera que:

4A+2B+20 =6 2A+B+C =3 (4)
B-C=-2 (5
—d=-led=1 (&

Sustituvendo (6) en (4) v operando aritméticamente, se obtiene:

B+ =1 7
sumando, ténmine atéermine, (20 y (7, se obtiene:
B-C=-2
B+ =1
25 =—1@3=—% @)
sustituyende (8) en (1), v operando antmeéticamente, se obtiene;
_ 3
c=2  ©
Sustituyendo (63, (33 v (¥ en (1), se obliene:
6x' -2x-1 _ 1,3

1
x

x(2x- Dizx +1) 202x-1) 22x+1)

De tala manera que:

6x' -2x-1 1 1
2SS Sl S MR P N N D R SR d
e [ 2 lma® sl ma®

= 4;" L 1n|x|—% %ln|2x 1|+§ %1n|2x+1|+c
- X
Ix'—ﬂdx=1n|x|—11n|2x—1|+§1n|2x+1|+.:_
45 —x 4 4

PROFR. LUIS ALFONSO RONDERO GARCIA Pdgina 63



INSTITUTO POLITECNICO NACIONAL
CECYT “WILFRIDO MASSIEU PEREZ”
Departamento de Unidades de Aprendizaje del Area Basica

dP
T IP—PZ

Selucidn:

dF dF ) _
= fact doel d d
IP_P2 IP(] ) {factorizando el dencminador)

Expresemos el integrando como una suma de fracciones parciales:
Pl-F F 1-F

Semultiplican ambos miembros de (1) por el minime comin deneminador P{1 - ), v se simplifica:
1= A(1- A+ BF (2,

= 1=A-AFP+8P {destruvendo paréntesis},

= 1=s{-A+5OF+4 {asociando de una forma adecuadal {3

Como (3) es unaidentidad, los coeficientes del miembro izquierdo deben seriguales a los
coeficientes correspondientes del miembro derecho. De tal menera que:

-A+B=0 (4
A=1 (5)

Sustituyendo {3) en (4) v operando arttmeéticamente, se obtiene:
g=1 (5

Sustituyendo (3) ¥ () en (1), se obtiene:
1 = l + 1
Fll-F F 1-F

Detala manera cque:

df .l 1 df .1 _ 1
-z [7¥ 159 = o~ [74F [7 775
J‘Pfi; =lnP-In(P -1 +c.

Integracion de funciones racionales, por fracciones parciales,
cuando el denominador contiene factores cuadrdticos

1 1 2x° +9x
1. [————dx 2. [———dx
‘I‘Q;':"'+Jr:2 Ix3+x2+x 3 -[(x2+3](x2—2x+3]dx
2xt 4 3x+2 (5z° —z* +15z - 10)dz 3
4, dx 5. 6. [——F—dx
J‘x3+4xg+6x+4 % |5 I (22_224_5)2 ‘I‘x4+xz+1
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Soluciones
1
1. [———d
I9x4+xzx

Solucidn:

{factorizando el denominador}

[s7 1+ Z Ixf*(giz T

Expresemos el integrando como una suma de fracciones parciales:
+

e E R e O
= 1=A092 + 1)+ Bx9x + D+ (Cr+INx*

{multiplicando cada miembro de la identidad por el minim e comin denominador),
=  1=94x* + A+ 987 +Bx+Cx° + Dx° {destruvendo paréntesiz},
= 1=(3B+0F +0A+ D +Bx+ 4 ()

Come (2) es unaidentidad, los coeficientes del miembro izquierds deben seriguales a
los coeficientes correspondientes del miembro derecho. De tal manera que:

9+ =0 3
A+ D=0 (4
=0
A=1 (&)
sustituyende (3) en (3) v efectuande las operaciones aritmeéticas, se obtiene:
Z=0 (N
sustituyende (6) en (4) ¥ efectuande las operaciones aritméticas, se obtiene:
D=-% &
sustituyende (30, (6), (7 v (8) en (1), se obtiene:
1 _1,0,0:-9 _1_ 9
A2+ 2 x 9xf+1 22 9xt+1
Detal manera que:
1 1 9 1 dx
[ I[x_f*_w +1]dx=fx_ﬂdx_.rgx2 Ay
J‘—41 S dx = —1—31:311'1 Zxte
Ox +x x
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1
2. [——d
Ix3+x2+x g

Solucidn:
1 p 1

= d factorizando el d inad
Ix3+x2+x X Ix(x2+x+1) x {factorizando el denominador}

Expresemos el integrando como una suma de fracciones parciales:
1 A, Bx+C
7 —t— (1.
xxt+x+l) & x+x+l
= 1=4x"+x+D+(Bx+x

{multiplicando cada miembro de la identi dad por el minimo comin denominador},

=  1=Ar+ Ax+ A+ Bt +Cx {destruyen do parentests},
= 1=(4A+B +(4+Cx+4 (D

Como (2) ez unaidentidad, los coeficientes del miembro izgquierde deben seriguales a
los coeficientes correspondientes del miembro derecho. De tal manera que:

A+EB=0 (5
A+C =0 &
A=1 (3
sustituyende (9) en (3) v efectuande las operaciones aritméticas, se obtiene:
B=-1 (&
Sustituyendo (3) en (4) v efectuando las operaciones aritméticas, se obtiene:
C=-1 (7
Sustituyendo (3, (67, ¥ (70 en (1), se obliene:
1 1 x+l
P A+l x K x+l

De tal manera que:;

1 1 x+1 x+1
—  dx=fidr-[——dx=lnx-[———dx+
.[x3+x2+xx Ixx Ixz+x+1x nE ng+x+1x “

1 Zx+1+1 2x+1 1 1

1 1
= [ dr=lhx- [ g to=lnx- - [ dx - [—————dx o,
Ix3+xg+xx o 2.|‘x2+x+1x c . 2ng+x+1x 2.|‘x2+x+1x c

ol a1 2B B
= Ix3+x2+xdx Inx 2ln(;'c x+1 5 3 tan 2 P
1 1. B aABexey
If+x2+xdx Inx 21n(x +x+1) 3 tan —= +z.
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‘r 2x +9x dx
(x +3)(x -2x+3)

Solucidn:

2% +9x .

I(x +3(xt-2x+ D

Expresemos el integrando come una suma de fracciones parciales:
2x° +9x Ax+ B Cx+ (1),

(x* +3)(x* -2x+3) & +3 " Foxt3
= 25 +9x=(Ax+ B)x - 2x+ 3+ (Cx+ DX+ 3

{multiplicande cada miembro dela identidad por el minimo comun denominador},
= 2% +9x=dx’ - 245" +34x + B’ - 2B8x+ 35 +Cx +3Cx + Dx” + 3D

{destruyendo paréntesis},
= 2 +9r={A+Ox +(-2A+ B+ Dt +(3A-2B+ 30+ (3B +3D) ()

Como (2) es unaidentidad, los coeficientes del miembro izquierdo deben ser iguales a
los coeficientes correspondientes del miembro derecho. De tal manera que:

A+ =2 (&
—2A+EB+D=0 4
AA-2B+3C =9 (o)
AB+E3D=0=B+D=0 (&)
Sustituyendo (6) en (4) v efectuando las operaciones aritméticas, se obtiene:
A=0 (7
Sustituyendo (7)) en (3) v efectuando las operaciones aritméticas, se obtiene:
O=2 (&)
Sustituyendo (7)) v (Blen (2) v efectuandoe las operaciones antmeticas, se obtiene:
A=-372 (%
Sustituyendo (9 en (6) v efectuando laz operaciones aritméticas, se obtiene:
D=3/2 (1M
Sustituyendo (7, (3), (%) v (10Y en (1), se obtiene:
2x +9x _ 3 . 4x+3
(3 -2x0+3) 2 +3) 02X -2x+3)

Detal manera que;

2x +9x _ 1 4x+3 )
I(x2+3)(x2—2x+3) S et EIx Ton 3T

2% +9x =_3 n.@ -1af§x 1 1 7"\45 -1\1{5(75_1) .
@ -m3” _[Ttm T]+§[2ln(" xr P et —— .

2% +9x - -\5 1 -v@x ' ?*JE -1 \E(X_l)
‘I‘(x?+3)(x2—2x+3)dx Ttan ?Hn(x 2x+3)+ p tan 5 to
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2xt +Ex 42
4. Ix3 +45° +6x+4 *
Solucidn
[ 27 +3x+2 dx= | 2x* 43242
x +dxt+6x+d (x* +2x+2)(x+2)
Ezprezemos el integrando como una suma de fracciones parciales:
2z +3z+2 _ Mx+B | C
(x* +2x+ D(x+2) x+2x+2 x+2
=  2xt 43+ 2= (Ax+BNx+ D+ (2t +2x+ D)
{multiplicando cada miembre de la identidad por el minimo comin dencminador},
= 25 +3x+2=Ax" +24x + Bx + 28+ O + 20k + 2C
{destruyendo paréntesis},
= 27 +3x+2=(A+ O +(2A+ B+ 20z + (284207 ()

Como (2) ez unaidentidad, los coeficientes del miembro izquierdo deben ser iguales a
los coeficientes correspondientes del miembro derecho. De tal manera que:

A+T=2o24420=4 (3)
DA+EBEH20 =3 24+ 20 +E =3 (4
DE+2C =2 B0 =1 (5)

{factorizando el denominador)

(1.

Sustituyendo (3) en (4) v efectuandoe las operaciones aritméticas, se obtiene:

B=-1 (&)
Sustituyendo (6 en (37 y efectuando las operaciones aritméticas, se obtiene:
C=2 ()
Sustituvendo (7)) en (3) v efectuando las operaciones aritméticas, se obtiene:
A=0 (8
Sustituvendo (83, (7 v (8) en (1), se obtiene:
2x* +3x+2  _ 1 L2
(x* +2x+2(x+2)  xF+2x+2 x+2

Detal manera cque:
2x° +3x +2
\[x3 +dx +6x+4

2xt +3x+ 2 1
= ek TV = f———
Ix3+4x2+6x+4 * I(x+1)2+1

1 2 1
dx + drx=-(———
Ix2+2x+2 * Ix+2 * I(x3+2x+1)+1

dx+ 2ln| x+ 2| +e,
dr+ln(x+ 27 +c,

2
J. 2x° +3x+2 dx=—tan_l(x+1)+1n(x+2)2+C'

2 +4xt +6x+d
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5 (5z° - z* +15z - 10)dz
.r (2% -2z + 5

solucidn:

Expresemos el integrando como una suma de fracciones parciales:
52° —z? +152-10 _  Ax+B | Ca+ D 1

(z* -2z +5)° (z* -2z+5°% ' -2z+5

Se multiplican ambos miembros de (13 por el minime comin denominadoer (z*° — 2z +5)%,

v se simplifica:

527 -z #1592 -10= Az + B+ (T + (2 -2z +5) (D),
= 52 —z*+15z-10= Az + B+ 2" - 208 +5Cz + D - 2Dz +50  {destruvendo paréntesis},
= 827 -z +15z-10= 02 +(-20 + DN + (A +5C - 2z + (B+ 5D

{asociando de una forma adecuadal (3

Como (2) es unaidentidad, los coeficientes del miembro izquierdo deben seriguales a los coeficientes
correspondientes del miembro derecho. De tal menera que:

C=5 ()
—2C+D=-1 (5
A+5C-2D=15 (8
B+5D=-10 (7

sustituvendo (4) en {30 ¥ operande antméticamente, se obtiene:

D=9 )

sustituyendo (8) en (7)), v operando aritméticamente, se obtiene:
H=-35 {9

custituyendo (4) v (B en (8), v operando arttmeticamente, se obtiene;
A=8 {1m

sustituyendo (43, (8), (%9 v (10) en (1), se obtiene:
Sz8 -z +15z-10 _ 8z -355 Sz +9

= +
(28 — 2z + 5)° (z? -2z+57 2% -2z+5

De tal manera que:

(52" =2 +152 - 10)dz _ 8z - 35 5z+9
I (2" -2z +5)° I(22—2z+5)2 I22—2z+5
3 _ 2 _ _
. I(SZ f+152 io)dz=4j ;:z 55;42dz+gfz;z+18f5dz
(2* -2z + D) (z° -2z + D) adz -2z+5
- (523—22+152—10)dz=4 2z -2-47(4 5.22-2+28/5
I (22 -2z + 57 I(zz—2z+5)2 2I 2745
3 _ 2 _ _ _
= I(5Z z 1o JOMZ=4I [+ 2 [ g [ —a
(z* -2z +10) (z° -2z +10) fz%—-2z+50) alz? -2z+5 zt—2z+5
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T _ 2 _
= I(ﬁz z 15z 10z ____ 4 47— 1 2+§1n|zz—22+5|+14I72 1
(z" - 2z+15) zt—2z+35 (zf -2z +5)0° 2 28 =2z +5
T _ 2 _ - _
_ J,(Sz 2152100z _ 4 P SRR N L +§1n|zg_2z+5|
(2 -2z +5° = -2z+5 it -2z+5) 16 2 2
+14'%tan'1z_1+c,
T _ 2 _ — _
= I(ﬁz AR 1 _47 ) ST 2l 1+§1n|z§’—22+5|
(2% -2z +5° 2 -2z+5 8B -Zz+m 16 2 2
+?tan'lz_1+c;

(52° -2 +15z2 - 10)dz _ -32-47(z - 1) L4712 az-1,5

+20n |22 -2z +5]| +e
\[ (2 - Dz +5)° Bz —2z+5) 14 2 2 | |
(57 -2 +152-10)dz _ 15-47z 65 n 120 S 127 20z 45 e
I (2% - 2z +5)° Bzt —2z+5) 16 2 2 ’
3
6 [————d
\|‘x4+x2+1 a
Selucion:
r 3 1 3 [ 3 1 3
l T, 3 a’x=‘| i 3 2‘fx=tl 3 3 zd"f:ll 3 3 dx
r+x+1 A2t +l-x iz +0" -x (" +x+0x" —x+1)

Expresemos el integrands come una suma de fracciones parciales:

3 Ax+ B Cx+ D
7 7 =3 T3 (1),

(x+x+0x"—z+0 x4+zx+1 2 -zx+1
=  S=(Ax+BNx - x40+ (Crx+ DN 4D

{multiplicande cadamiembre de laidentidad por el minimo comin denominador}),
= 3=Ar —Ax'+Ax+ 85" - Bx+ B+C7 +Cx° +Cx+ D' + Dx 4+ D

{destruvendo paréntesis},
= 3=(A+O +(—A+B+C+ D H{A-B+C+Dx+E+IN ()

Como () es unaidentidad, los coeficientes del miembro izquierde deben ser iguales a

los coeficientes correspondientes del miembro derecho. De tal manera que:
A+C=0 (3
—A+EB+C+D=0 (4
A-B+T+D=0 (5
E+D=3 (&

Sustituyendo (3) en (30 v efectuands las operaciones aritméticas, se obtiene:
—-B+D=0 (N

sumando (63 v (7 v despejando, se obtiene:

3
D=3 ®
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Sustituyendo (S)en (60 v efectuandoe las operaci ones antméticas, se obtiene:

3
B=2

Sustituyendo (8) en (4) ¥ efectuande las operaciones aritmeticas, se obtiene:
A-C=3 (10
Sumando (31 v (100 v despejando, se obtiene:

3
A=z

Sustituyendo (11%en (3) v efectuando las operaciones aritméticas, se obtiene;

=3
C=-3 ©

Dre tal manera que:

3 3 3

3
3 _ "3 +‘§”§_§{ x4l x-1 }
(x2+x+1)(x2—x+1)_x2+x+l x4+l 2l +x+1 2 -x+1)
[ 3 Ny x+1 x—1 AHpo ox+1 rox—1
= —  dx== - dr== dx — dx | ...
~|x4+xg+1 2‘|[x‘g+x+l xg—x+1i| 2[‘|x2+x+1 ng—x+1 i|

3 3|3, a2x+1,1, N3oa2x-1 1, .4
— dx=Z|TZtan +oInix" +x+ D+ tan —ZInix" —x+ 11|
Cxt et 2{ 3 32 ( ) 3 NER ( )}

MAS PROBLEMAS SOBRE FRACCIONES PARCIALES.

1*[ ax
' 2 3x—4a

Casol- x%—3xr—4=0x—4lx+1)

x A B
x:—3x—=1-_x—=1-+x+l

_Al[x— 4Wx+ 1) N Blx—41x+1)
1 —3x—4 (x—4) (x +1)

x—4ix+ 1)

¥X=AG+1) +Bx -4

X=Ax+A+EBx—4E

Como x=({A4+Blx+ 4 —4E

De esta ecuacion obtenemos el siguiente sistema: A+B=1
A-4B=0

1

4
Resolviendo este sistema obtenemos: A= ¥ E = s
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;o4 1
xdx A By, = = _4f dx 1f dx
f—ax—afJ(x—4+x—1,]d"_f(x—4+x—1)dx‘§ T—15)%+1

4 1 1 1
:Elnlx—ﬂ +Elr1|x+1|+C:Elnl{x—é{x—4-]4|+Eln|x+1| +C

Z"J‘ xidx
S NTRpsE

1-x7*=1-3x 43z "

Efectuando la division

£ e ] fx% — 8x + 3
(1—-x)% T y3xZ_3x241 * (1-x)°
3 61 —Bx + 3 6x® —Bx +3
f T i =f 34 X x‘ )dx:-fxdx—gfdx-'-f I—I;"_ dx
== T-x7 ="
x”—8x+3 A E il
Caso 2 (1-x)° 1 (1-x)%  (1-xz)%

((6x7—8x+3) A(1-xP B(1-x° C(1-x)
I-xF (-2 @ (A-x & (A-2?

(1-—x)
Bxl —8xr +3=A01 —-x)*+B1 -2+ C

fx? —Bxr+3=A+24+Ax*+B—-Bx+C
Bx? —8x 4+ 3=Ax 4+ (—2A—Blx+ A+EB+C

De ésta identidad obtenemos

A=6 1
2A-B=-8 11
A+B+C=3 1l

Resolviendo el sistema tenemos

A=6 ; B=4 ; C=1

J“% =Jﬁ wax =3 Jﬁ ax +Jﬁ |Iliﬁx::l +|:1 —5‘3:}= +|:1 Esz}n’x = —Jﬁxn’x +J“1Eh—xx+ Jﬁ I:l_jr’i:x}= +|:1 ixx}’

= fxdx —3 fdx+6 [ 2 —4f(1 —0)Pdx + [(1 - x)* dx
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Sea u=1-x ; _x:_l : —du = dx
=[ xdx — 3Jﬂdx+6f?—4fu': (—duw) + [u3{—du)

=f[xdx—3 [dx— 6fd_—f+4fu':du— [u3du

z f1—zj—2
== _3x—6lnll —xl — 40 -2 +—"—4¢

(=]

x 4 1

=_?_3x—ﬁln|l —I|—1_x+2(1—x]+c

2 J‘x4—2x3 +3x —x+3
/ x}— 222 + 3x

=22t 32 — x4 3/ - 2% 4 3x

J‘x4—2x3+3x:—x+3d J‘ —x+ 3
¥ —2x% + 3x = x+x9—2x+3x

Caso3 x*—2x* 43y =x(x?—2x+3)

—x+3 A Ex+0C

x9—2x:+3x:x+x:—2x:+3

—x+3 )_H{x:l{x:—2:r+3]+{Bx+f]{x:—2x+3:]{x]

—2x2 4 3x) x (x? —2x 4+ 3)

x(x? — 2x 4+ 3) (1!
Xx+3=A (x* — 2x +3) + Bx? + Cx

Xx+3=Ax® — 24x + 34 + Bx* +C

Xx+3=(A+B)x* + (=24 + C)x + 34

De esta identidad obtenemos que

A+B=0 I -29+C=-1 II 3A=3 Il
Resolviendo el sistema

A=1 ,B=-1,C=1

J‘x4—2x9+3x=d J‘d J‘C Ex+C ]d J‘d J‘dx J‘ —x+1
¥ — 2x% 4 3x x= ) xdx+ +x:—2x+3 x= frdx x+ I —2x 43
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Sea u=x?—2x +3 ;%:2::-2 rdu = (2x — Ddx

3 —2f—
== +Inlx| + (—%} fﬂdx

x2—2x+3

xz
-
=

+ In|x| —%lnlxz— 2y +3|+ C

Jl:z = 5. 5, o

== +mmVxi-2x+3|+ ¢
J‘ 2xtdx

gRPEYE

2x® Ax+E Cx+D
(x2#1)2 x%+1  (x2+1)%

Caso IV.-

22 (Ax + B)(x* + 1) Cx +1)
{x: + 1:]: - {x: + 1:]: {x: + 1:]:

2 = (Ax +B)(x*+ 1) +Cx + D
2x? = Ax? + Ax + Bx? + B+Cx+D
2x? = Ax? + BxY+(A+C) x+B+D

De esta identidad tenemos

A=2 1

B=0 I
A+C=0 1II
B+D=0 IV

Resolviendo el sistema

A=2 ;B=0 ;c=-2; D=0

[l o g R r24 1) (20)da

[.xz’—i_] (xZ4+1)%
Sea u®= (x* + 1)* u=x® +1 ; %: 2x du= 2xdx
du = S v = _ut — 2 1
= :—J’u du = Inlul — S +C In|ul — 1tC In|x* + 1|+xz+1+C
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. J‘ ¥ +3xr—4
3T 2x_8
Realizando divisién: ¥ 43y —4/xt —2x -8

fxz+3x 4dx=_|"(1-|— Bx+d )dx

x*—2x—8 x2—2x—8

Casol :x*—2x —B8=(x—-4)x+2)

x:—Ex—E_x—++x+2

J‘ ox + 4 A E

5x+4 = Alx +2) + Blx — 4)

5x+4 = Ax+2A+Bx - 4B

5x+4=(A+B) x + 2A-4B

De ésta identidad obtenemos el siguiente sistema
A+B=5 I

2A-4B=4 1I

Resolviendo el sistema obtenemos

A=4 ;B=1

P4+ 3x— 4
J‘ dx—jdx-l-J‘
xi-3ix -8

=x+4Inlx —4| +In|lx+ 2|+ C

]d J‘d ‘l'J‘ ax dx
= x x—++x+2

=x + In|{x+2)(x—4)*|+C

6) fl.t 2~|z

A B
= 2y = -|- 22 Multiplicando ambos miembros por (x — 2)* eliminamos los
| x—2 [ e —s

denominadores y obtenemos :

x  Ax-2)° B(x-2)
-2 G- T @-2

(x = 2)°

X=A(x-2)+B = Ax-2A+B
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De esta identidad tenemos que: A=1 & -2A+B=0

Resolviendo el sistema: A=1 ;B=2

J‘{xxf;::f({xi2j+{rf2]:]dx:jxd_xz-l-EJ‘{x—z:]_:dx

Sequ*=i{x—2)* ru=x-2 :%:1 du = dx

du -3
—JF:-I—E u” du

oy=1
=ln|x—2|+2“_—i+r:

smlx—21-24¢
i

Inlx — 2| — +C

r—2

af = iy

22 4+3x+2

Casol : lx +2){x +1)

ox + 8 A B
:r::+3:c+2_x+2+:r:+l

5x +8 Alx +2Mx +1) Blx+2Mx +1)

{x+2]{x+1]x:+3x+2: G+2 T G+

Sx+8=Alx+1) +B(x + 2)
Jx + 8 =Ax+A+Bx+2B
Sx+8=(A+Blx +A+2B
De esta identidad tenemos:
A+B=5

A+2B=8

Resolviendo el sistema tenemos que A=2 ,B=3

J‘5x+8d Ad J‘Bd 7j‘dx SJ‘d:c
x4+ 3+ 2 j:_:::+2 xt x+1 Sl x+2+ x+1

2alx + 21+ 3nlx + 11+ €
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4x% +6 . .
8) [ 13 dx Caso3 x*+3=(x"+3)

4x?+6 A Bx+C
34+ 3 _x+x:+3

(4x? +6) AW(x*+3) (Bx+ 0O ET+3)

(G2 +3) 24 3x x (x? +3)

4x? +6=Alx*+3) + (Bx + C)x

4x? L 6= Ax? L 3A L BxY L Cx

4% + 6 =(A+B)xT + Cx + 34

De esta identidad tenemos :  A+B=4 c=0 3A=6

Resolviendo el sistema a=2 ,b=2 c¢=0

J-4x=+ﬁ J‘(I Bx+r:d J-z 2240 ?J‘a‘-x J‘2xdr
xP+3 +:r +3 = x+x!+3 rTe x+ x4+ 3

ozl +nlx? + 314+ € = Inlx? 2430+ €

) 2
- T . 2t°—ge—8
)Ic3—z:3—4 t-8 Jﬂlic—Z'j[_ﬂ—{]
—4r—4 Br+cC -1 2t dt Zedt
2 "r-r T eT+4) dt =2 "r [Ir—"} |r1+4}] dt = EI [r—: + r1+4] di= 2 [_‘rr—z +-'rr1+4] -

u=t*+4 du=2Iedt

2[~mmle—21 + J’d—:] = 2mmlt—2l +2mle? + 4] £ ¢

] o £+ 4]
=—£ﬂ|t—2|‘+£ﬂ||t‘+‘1-|| =lin —— +c

P —at—4 = AR+ ) + (Bt + 0 - 2)

t2 — 4t — 4 =At* + 4A+B 1 +Ct-2C-2Bt

t? — 4t — 4 = (A+B ) t? + (C-2B) t +4 A-2C

DE ESTA IDENTIDAD OBTENEMOS EL SIGUIENTE SISTEMA:
A+B=2

C-2B=-4

4A-2C=-4

RESOLVIENDO EL SISTEMA : A=-1,B=1-A=2 ,C=0
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PROBLEMA DE CONCURSO

rodx

+Ix4+1

solucidn:

¢ odx i 1

|l === 3 X
x4l -y +J§x+]llx—v‘§x+1l
Exzpresemos el integrando como una suma de fracciones parciales:

1 _ Ax+ B 4 O+ D
I'x2+«d5x+1ll'x2—u5x+ll x2+145x+] xj—-\Ex+1

= 1= (dx+ Bz - 2Zx+ 1+ (Cx+ D 2 +-2x+ 1)

{factorizando}

(1,

Imultiplicands cada miembro de laidentidad por el minimo comin denominador},
= 1= Ax’ - 24 + Ax+ Bx® - 2Bx + B +Cx + 2007 + Cx+ DX +2Dx+ D
{destruyendo paréntesis),
= 1= (A+ O+ (—2A+ B 2O+ D+ (A= 2B+ O+ 2D+ B+ DY ()

Come (2) es unaidentidad, los coeficientes del miembro izquierds deben ser iguales a
los coeficientes correspondientes del miembro derecho. De tal manera que:

A+C=0 (3)
A+ B+ Po+D=0 (@
A-2B+c+2D=0 (5

E+D=1 (&
sustituyendo (3) en (20 v efectuande las operaciones arittnéticas, se obtiene:
—-EB+D=0 (7
sumando (8) v (7 v despejando, se obtiene:
1
D=— (8
> (5)
Sustituyendo (B) en (8) v efectuando las operaciones aritm éticas, se obtiene:
1
A=— (9
5 &)
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sustituvendo (6) en () v efectuando las operaciones antm eticas, se obtiene:

N

A-C=2 (10)

Sumande (5w (100 ¥ despejando, se obtiene:

2
A=— (11
2 (11)
custituyende (117 en (2) v efectuando las operaciones antmeticas, se obtiene:
2
O=—— (8
g (%)
De tal manera que;
V2 12
1 _ 4 2 . 4 2

(2 f2r 1) 2 —f2r+1] 2 2r ]l 2 —f2rtl

: J2ol e+l 2x-242 V2| 2x4242 -2

= I =—| 7 = Ig—if-T— — = 4@x |,
. B - +~q"'_x+1 x—sf_x+1 8 |* x"+Zxn+1 Y x —\Ex+1
.I* _E I2x+~,-"§+w"'_ I*Zx \f— \-'f_
< x +] B 2 +2x+1 < ox —\.'{_x+] ,
a1 NS B PN JZ - 2x—af2 N
| ——dr=-"— I dr+| - dx +| .
Cx A+l 8 1Y 2 +2x 41 CxtzE+l C 2t —2r *x—w'rx+1

g e e B |

3 " x2+\f§x+§+§ ‘xg—ﬁx+§+5

= 1ﬂ|x2+ 2x+1|+,‘]{5f ;1 g—lﬂ‘xg_’\ﬁx+1|—’\5[ 21 gdx
[ JEJ [Jij [ JEJ [«ﬁj
Pty R Al PRl R g
2 2 2 2

= £_1n|xg + 2x+1|+~.f§-~.f§tan_l [-\JE [x+ %J] —1n|;r2 - ﬁx+1|— -L,E-‘J'Etan'l [ﬁ[x— EJ]}

2

I‘de= g[ln‘x2 +~.f§x+1|+2tan'1 i u@x+ll—ln|xz —«,Ex+l|— Ztan ﬁx—l I]+c

AR
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i MAS PROBLEMAS DE INTEGRACION POR SUSTITUCION
TRIGONOMETRICA!

x%dx
Pl [—=
) J-".-'al‘—xz
9 X
x
sen  send =E ; x=2szsend : x%=dzen’p )
- 4—x?
Vi — x? —
cos@ = 5 i 44 —x? = 2cos0
ax 2 d 2 d
i cos@ ; x = 2cos@0d@
xidx 4sen’B2cosBd D 1 — cos20
f _=f =+fsm=ada=+f(—:]da
W4 —x2 2cos0 2

= 2[:&@—2[5‘0529&39

du_2 du
dg o2

sea  u =20
du
= EJ-dB—EJ.cusu x ?= EJ-dB—jcﬂswiu =20 —senu+C
=20 —sen2p + C
x
@ = arcsen 5
¥ sen2@ = 2senOcos® (identidad de angulos dobles)

Vi —x? x

2x ‘4 z
=2-x =—ad—x
2 2 2V
z a5
x dx x xVaE—x
— = 2arcsen— — +C
WaE—x 2
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P2) J‘ dx

x24/4xI— 9

2x
Vdx2—9
L]
3
&Iﬂ—zx = & 2—9 2
sec =3 x—zsec ; x—4sec

dx
ﬁ_ Esec $iand; dx= - sec ©itan ddd

faxZ _ g
tand::%; JixZ— 9=3tand

3

dx iseciﬂtanlbdlb 2 A 2 2

f - fﬂ—=j9 =—j =—jcus¢=d¢==—sen¢=+ﬁ'
X V4x=—9 Esecz &3tand O J secd 9 3
faxZ _q faxZ _q faxZ _q
comosen¢==\'4x 9- J‘ M—=E\'4‘x 9+C‘=\'4x i +C
2x x:-\.'ln}xz —9 a 2x Ox

P3) [Vx? — 4dx =

zech = — 1 x = 2sech

B | M
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dx
ﬁ = 2sgchtand ; dx = Zsec@tan® d@

| E——
Vvt —4 —
tan® = S iNE - 4 = 2tand

J“'v":r:: —4dx = J‘ 2tan@lsec@tanfd@ = =1-J‘ tan’Psechd
= ‘}J‘{sec:lﬁ — 1)sec@dd = 4 J‘ sece” OdD — ‘PJ‘ sachd @

La integral de la secante cubica ya fue resuelta en el tema de integracion por partes

1 1
5 sechtan® +in |secd + tand |] — 4 In|secld + tand| + C

=4

= [2secOtand + 2in |secl + tan®|] — 4 Inlsecd + tand| + C

= 2secBtan® — 2ln |sec® + tanf | +c = 2 (%)”:—_4 —2In §+ ”: = + &=
_n‘x=—4_21 x+Vx*—4 .
2 LT 2 A
dx dax
Pa) [ 29z I o124
(94+x<) (Vo+x
x VI+x2
tan G = 3 1 x=3tan @ *
X
dx . . [0}
0 3zect O ; dx = 3sec” Bd@
3
VO +x7 _—
secH = 3 ; V9 4+ x? = 3secl
J‘ dx J‘ 3sec’0dD J‘ 3 do 1 J‘ 24 1 (1 + cusEEﬁJ .
(otxr J (Bseco)) JBlsec?® 27) % ~ 27 2

1
- I 2
= am + = cos20d @
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25 du , du o
seq u=2 ; 15 = 2 ; 5 =
1 5 1 (dujl 1 5 1 i 1 s 1 .
T5a0T5g) oM\ ) T 5P T qpe ) o TP Pyl e
X 3
como B = arctan — & senl® = 2senOcos0 : como send = - & cosB = -
Y9+ x° V9 +xf
x 3 Gx
senl® = 2— = = = .
YO+ xt VO +xI 94t
_t x, 1 & _ 1 x, =
= crrctaﬂa + i +c = - rrrctrxna + B (5eT) +c
P5) | —= =
xw9+4x
2x 3
mnré—? ; x—EmnB
dx 3 ) )
E—Esgc o] ; dx—isg.:' Gd @
| - 3
YO+ 4xt —
schﬁ:T ; WO+ 4xt=35ec 0
3__ 2
J‘ dx J‘ 5 sec” Bdo J‘sgca J‘msg o 1J‘ 1 o
— = 2 = — _
w9+ 4x Emn B3sech 3 tan® po—— 3/ sen@

1 1
= EJ‘ cse@d@ = Eiﬂ,-’ csc@ — cot@ /e

VO + 47
como csc = ——— & cot @ = —
2x 2x
1 4O 47 3 1 W sdxl — 3
T3 T Tt I T |t
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dx
P6 =
)sz*\-'g—xz
'r " "
sf:rlE‘):E : r=3zinD ; xr* =9sin- 0
dx 3
EZECDS@ : dx = 3cos BdD x
48—yl — P
cos @ = ;A9 —x* =3cosB
Ao =T
J‘ ax 3cos0d@ IJ‘ 204 1{ %)
= - = — = = —| — t
220 —x2 ) Osenip3casp o) ©F g cote te
48—zt
como cot O =
x
. 119-x2
=—-cot@ +c = —— C
s x
dx
pP7 p—
) erz Vax2—9
Z 3 - 5 -
sec¢=:?x; x == secd; xc= ;secﬂb
dx 3 3
—=—secPtand; dx= - sec dtan & dd 2x
dd 2 2 [Ax2—9
Vidx 9
- o)
|I -
Wdxs— 9 —_—
mnlﬁ:T; Jdxc— 9 =3tand 3
3
dx 5 sec S tan & dd 2 dd 2 2
J‘ . = =J“ =—J‘ =—J‘|:|:|s€]='d¢'=—sam¢+f
¥ ydx® -9 %sec’ $3tand O sec®d 9 °
Vixi—0g dx 2 y4xi 0 Yi4xi -0
como send = ——— ; f — = — +tl=——+C
2x riy4xI -0 Q 2x Qxr
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2% d x2dx
P8) [——==[—=
(x2+2)z (vxZ+s8)
X2+ 8
X
¢
N
x — . .
tan®d = — x = +/8tand x° = Btan“0
va
dx = - — -
d—d=*-.-'ﬂsec‘l'3l ; dx =+/8 sec-0d@
T8 —_—
sech = — ; x? 4+ 8 =+8secl
V8

J‘ xidx J‘ BtanewB seciBd D J‘ Btan?+/8 sec? OdD
(VxT+ E}! (v8seco)” 88 sec? O

[mn:dﬁ J‘ sec:fzﬁ—l)dﬁ J‘ sec D 1 ]dl‘;‘l
= ] secd - saclh - secd  sech

= J‘seclﬂdlﬁ — J‘ cos@d® = Inlsec® + tan®| — sen® + €

| ——

Yxi4+ 8 x x
como secd = — ;  tan@ = — send = ——
V8 s Vx?+8
xidx Vxl+8  x x
J‘—., =in —+—= | ———+C
{w-x: ¥ B}- V8 Vel +x*4+8
WeTEB+x| o«
=in — - n..—+ C
| Ve Wxf+ 8

= In|x + VxZ £ 8| — In|v/8] - ﬁ+ c

X M . - =
=— +£ﬂ|x+«,,"x:+8|—.[ﬂ|x-'8|+|f:—

Yyx*+ 8

E\+.[*rl v +4/x2+ 8+ C

.x:
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2
x“dx
P9
) f VxZ-g
+ ey " .
secd = *\TE i x =6 secd ; x? = 6zec’@ X Nary
dx — — ¢ []
5 VB secltan® i dx =6 secOtanBd 0 =
Yxi -6 —_
tand = — ro4x?— 6 =6 tand
Vb

J‘ xidx J‘ bsect W6 secBtanBdd

= — = ﬁj‘secgﬁdﬁ = ﬁj‘seclﬁseczlﬂdlﬂ
A6 tan@

Vxi-86
Integrando ésta Ultima por partes :

u =secd du = secOtanfd@

dv = sec’Bd@ r= J‘dv=J‘sec:ﬁdE§= tand

1] J‘ seci@dd = 6 [secﬁdﬁ - J‘ taﬂlﬁ{secﬁmﬂﬁ]dtﬁ]

7] J‘ sect Bd o & [sgcﬁmﬂﬁ - J‘ secBtan® EﬁdEﬁ]

7] J‘ sectBdd = 6 [sgcﬁmﬂﬁ - J‘secﬁ{seczﬁ - 1:]|:EE§]

6 [sec’®dd = 6secOtand — 6 [ sec®Gdd + 6 [ secOdD

6 [sec?Bd® + 6 [ sec®0d® = bsecftan + 6 [ secOd®

12 J‘sgc! Gd0 = 6 secOtand 4+ 6 Inlsecd + tanol + €

] 1/ x Vxi—6 1 x +xi-8
J‘SSE' Bdf = = — — X — +-In — + p— +C
2h4/6 Y6 2 e V6
— 1 x+vxi—6
=gV —16-!—5 In T +C

1 — 1 — _ 1 — 1 _
=Ex~;x* —16+§ [.[ﬂ |x+*\-'x‘—ﬁ|—|[ﬂ|*v'ﬁ|]+lf = Ex«;x*—lﬁ+5 [.[n |1'+*v'5'-" _ﬁ” +C
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x
tond = 3 ; x = Z2tan@
dx . Y
E = Z2zac 0 : dx = 2sec*0d®
Vxi+ 4 —_—
seclh = 5 ; yxi 44 =2sech
) 1
ax 2zec-O0dD 11 secO 1
J‘ '—:J‘ :_J‘ dG:—J‘mSGdE
x4 2tandlzecd  2) tand 2] sen@
cos0

1 1 1 1
:—J‘ dEﬁ:;J‘cscEﬁdG == Inlesed — coto| + €

2 sen@®
N .
comao cscd = ; cot@ = —
x 2
1 WxT+d 2 1 WxT+a-2
==In ——|+C==1In +C
2 x x 2 x
dx
P11 =
) Jﬂxzw’S—x
X -
samE,‘I:TE ; x =42 send ; x° = dsen-@
N
/5 X
dx —
E =43 cos0 : dx =43 cos@dD
52 - b [
Y5 —x7 = -
cos@ = — ; A3 —x? =45 cos@ 5-x
43
dx V3 cos@d D 1 1 1 i 1
J‘ ",_":J‘ — :—J‘ - dG:—J‘csc‘GdG:—(—mm]+C
%5 —x? Ssen?@W5cosp ) sen®D 3 3
V5 — x? dx 15— x?
como cotl=—— entonces: | —————=————7H—+(
x x%y5— %% 5 x
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P12) [

(4—x2)s {w i—x2)°

x
zenld = 5 ; x = Zsen®

_ES =2cos@ ;  dx =2 cos0dD

cosd = = 2 cosB 4-x2

2

2 cosBdD 1J‘ 1 1J- 040 = L tanp 4
= - = - = =—t
(2c0s0)® 4 3] %% g ane

cosi@

x 1 x
come tand = — = — +C
¥ 4-x2 F R rp—

p13) [

xy O+ 4x2

| B
=

tand

I'\.'III'.U

tand = — :
an 3 xT=

dx 3

E:zgﬁ'{,“ﬁ : d.r:;sgc‘ﬁd@

Noprre —
sech = ——— VO + 4x? = 3 sech

1

3 -
J‘ dx J‘ 5 sec*0dD IJ‘SEEG o 1J‘_ms@ o 1J‘ 1 o
w0 Faxz J 3, a0 3 tanp T 3) send "7 3 senp
2 cosD

1 1
= EJ‘ csePd@ = E Inlescd — cot@| + €

40 4 gl
como cscll = —— cot@ = —
2x 2x

1{ 404+ 4x2 3 1{ 40 4L 4x2 3 c
~3 2x  2x -3 2x T
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