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Introduccion

Esta guia tiene como objetivo darte una introduccion rapida para que
inicies el curso de Calculo Integral, comprendiendo: ¢Qué es? y
¢, Como se relaciona? con tu curso anterior de Calculo Diferencial, asi
como ofrecerte las explicaciones necesarias y los problemas ‘tipo”
resueltos de manera clara y sencilla que aunadas a las explicaciones
dadas en clase por tu profesor, te permitiran iniciarte rapidamente en
la resolucion de integrales inmediatas de tipo algebraico,
trigonomeétrico, exponencial y logaritmico, usando el formulario basico
de integrales asi como el empleo del método de integracion por
cambio de variable para resolver aquellas integrales indirectas que no
se ajustan aparentemente a ninguna de las férmulas elementales

convenidas.

Los procesos matematicos empleados en la resolucion de integrales
requieren de tus conocimientos basicos de algebra y trigonometria, de

tu capacidad deductiva y de tu trabajo constante.

“Todos los caminos que conducen al conocimiento son intrincados y dificiles pero
representan la mayor aventura que puede tener el intelecto humano”

jAcepta el reto!
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Calculo Integral

El curso de Calculo Integral aplica los aprendizajes previos de: Algebra,
Geometria, Trigonometria, Geometria Analitica y Célculo Diferencial, en el estudio
significativo de las funciones y sus diferenciales asi como sus aplicaciones en el
calculo de areas de regiones planas limitadas por curvas y el calculo de
voliumenes de sdlidos irregulares, longitudes de arco y aplicaciones a la fisica del
movimiento, trabajo y energia, presion, centroides de masa, momentos de inercia,

etc..

El célculo proporciona a los estudiantes, ingenieros y tecnologos los
conocimientos necesarios para operar y aplicar funciones mateméaticas con
variable real en el planteamiento y solucion de situaciones préacticas que llegan a
presentarse en su ejercicio profesional. La integracidbn se considera un eje
fundamental para el planteamiento y desarrollo de conceptos que permiten
entender y asimilar conocimientos de casi todas las areas de la ingenieria y la
tecnologia aplicada, especialmente en la fisica, para finalmente abordar tematicas
generales del saber especifico en el campo profesional.

Objetivo Particular

El objetivo principal de ésta guia es la de permitir al estudiante del nivel medio
superior acceder a los principales conocimientos del Calculo Integral de manera
sencilla y practica permitiéndole aplicar los algoritmos fundamentales para resolver
con precision las diferentes integrales que se presentan en diversos campos del
quehacer cientifico y técnico asi como realizar la aplicacion del calculo a

problemas de areas entre curvas y volimenes de solidos de revolucion.
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Al término de las tres guias de Calculo Integral y habiendo realizado
TODOS los problemas propuestos de manera satisfactoria, el alumno habra

logrado:

Desarrollar habilidades y destrezas que le permitan resolver todo tipo de
integrales propuestas en el programa y mediante el razonamiento, el analisis y
la reflexion; interpretar diversos modelos en términos mateméaticos que lo
conduzcan a la solucién de problemas teérico-practicos.

Proponer y plantear problemas practicos y tedricos mediante su formulacion
matematica asi como el modelar sistemas fisicos a través del manejo de datos
y variables establecidas de modo empirico partiendo de las bases adquiridas
durante su formacion.

Argumentar y justificar el porqué del empleo de ciertos modelos matematicos
en la resolucion de problemas tedricos y practicos especificos.
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Esta guia desarrolla el programa vigente de Calculo

Integral de acuerdo al modelo de competencias

COMPETEMCLA GENERAL

Resuelve problemas conintegrales de
unavariable, mediante el teorema
fundamental delcalculo ylos métodas
de integracion, en su entorno académico
, social y global

A

COMPETENCIA PARTICULAR 1 COMPETENCIA PARTICULAR 2

Resuelve las integrales Resuelve integrales empleando
indefinidas y transformaciones los métodos de integracion |
algebraicas (cambio devariable, por partes, sustitucion
potencias trigonometricas, trigonométrica, fracciones
EtC....) ,BNsU entorno académico parciales), ensu entormo
académico

COMPETENCIA PARTICULAR 3
Resuelve problemas de la

integral definida | area bajo
la curva, ...}, en suentorno
académico, social yglobal
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UNIDAD Ill. INTEGRAL DEFINIDA

Asi como el concepto de la derivada proviene del problema geométrico de trazar
una tangente a una curva, el problema histérico que conduce la definicion de la
integral definida es el calculo de areas bajo una curva.

Tanto Newton como Leibniz presentaron versiones tempranas de este concepto,
sin embargo, fue Riemann quien dio la definicion.

TEOREMA FUNDAMENTAL DEL CALCULO.

Si una funcién es continua es un intervalo cerrado [a, b], entonces f es
integrable siempre en |[a, b].

El teorema fundamental del calculo sefiala: si una funciéon f es continua en el
intervalo [a, b], entonces existe la integral definida

b
[ rerax =) - F@

Donde f es cualquier funcion.

El resultado de esta integral es igual al &rea bajo la curva f(x) representada en el

plano por la regién R la cual esta limitada ademas por el eje “x” y las rectas x=a
& x=b..

y

y=1(x)
\

>

Profr. Luis Alfonso Rondero Garcia Pagina 6



INSTITUTO POLITECNICO NACIONAL
CECYT “WILFRIDO MASSIEU”
Unidades de Aprendizaje del Area Basica

Area de una figura plana

Sabemos calcular el area de algunas figuras planas como, por ejemplo,

rectangulos, triangulos, trapecios, circulos, asi como cualquier region del plano
limitada en su extensién por lineas rectas.

Imaginemos por ejemplo que nuestro problema sea el calculo del &rea de una
mesa que tiene la siguiente forma:

Ahora supongamos que queremos revestir 10000 piezas de metal con un
material aislante de la forma siguiente y por lo tanto sera necesario calcular el area
de una de ellas. En el intento para calcular el area nos daremos cuenta de que las

herramientas matematicas de que disponemos para dicho calculo son
insuficientes.

Primeramente, vamos a examinar algunas figuras planas simples que son

obtenidas a partir del grafico de alguna funcién conocida.
Ejemplo 1
El area de un triangulo, como el mostrado en la figura, que
puede ser obtenido a partir del grafico de la funcion :

X + 2 8 -2:x%x<0
flx) = .
=x+2 g Dexs2
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A

A=bh/2  A=4(2)/2=4 u?

Ejemplo2

El area de un triangulo, como el de la figura siguiente, puede ser obtenido a partir
del gréfico de la funcion:

1 :
- : -4<xg
fx) = 2(){-1-4} ;o8 =4<x0

‘ - +2 ' i 0<x<2

A=bh/2
A=6(2)/2=6u°
EJE‘MP/O 3 El area de la region comprendida entre el eje “X” y el grafico de la
funcion:
2 ;oSio 0<xse?
fix) = _
{4_(><_2)2 7SI Zixsd
! 2
Aop2, T2
S SN TIE
i A=4 + Tl u2
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Ejemplo 4

El &rea de una regién que se encuentra entre la parabola f(x)=x* & el eje “x *,

para valores de “x” variando en el intervalo [-2,2].

En el intento para calcular ésta regién nos damos cuenta de que las herramientas
matematicas de que disponemos para dicho calculo son insuficientes.

Podemos observar que por una cuestidon de simetria bastara con calcular el area
de la parte ubicada en el primer cuadrante del plano cartesiano y después duplicar

el valor obtenido.

Para saber el valor del &rea sélo contamos con la geometria plana elemental, por
lo que podremos tan solo obtener un valor de aproximacién subdividiendo el
intervalo [0,2] en cuatro partes iguales é inscribiendo cuatro rectangulos entre la
curva y el eje. Para que los rectangulos estén inscritos necesitamos que el vértice

superior izquierdo de los mismos se apoye 0 sea punto de la curva.

La suma de las areas de los cuatro rectangulos nos dara un valor aproximado por

defecto para el area requerida:
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Como el area de un rectangulo se obtiene multiplicando su base por la altura y la
base de los cuatro rectangulos es la misma : 0.25y las alturas respectivas son
:0,0.5,1,1,5 entonces las alturas deberan siempre obtenerse mediante la funcion
limitante f(x) para el valor inicial de x que sea extremo izquierdo de cada uno de
los subintervalos que surgieron por la particion del intervalo original que en este
caso son: [0,0.5], [0.5,1], [1,1.5] ¥ [1.5,2] ; de éste modo las alturas respectivas

son .

f(0)=(0)* =0, f(0.5)=(0.5)°=0.25, f(1)=(1)*=1, f(1.5)=(1.5)*=2.25

Finalmente el area de laregidén derecha tiene un valor de aproximacioén por
defecto :

Az=(0?+05 +F +152)05=(0,25+1+225)05 =175

Si ahora repetimos el proceso pero los mismos cuatro rectangulos los colocamos
en forma ex inscrita, es decir que el vértice superior derecho de cada uno de
ellos se apoye en la curva y entonces al sumar sus areas estaremos encontrando
un valor de aproximaciéon de la misma por exceso y de éste modo estaremos
estableciendo con mayor precision el area de la regién buscada constituyendo un
rango.

Las alturas deberan siempre obtenerse mediante la funcion limitante f(x) para que

el valor inicial de x sea extremo derecho de cada uno de los sub-intervalos que
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surgieron por la particion del intervalo original que en este caso generd los
subintervalos: [0,0.5], [0.5,1], [1,1.5] y [1.5,2] ; de éste modo las alturas
respectivas son

f(0.5)=(0.5)> =0.25, f(1)=(1)*=1, f(1)=(1.5)*=2.25, f(2)=(2)*=4
Finalmente el area de laregién derecha tiene un valor de aproximacion por
exceso :

Az(057 +1 +152 +22105=(025+1+225 +4)05=375

De ésta manera el area de la regiébn que se encuentra limitada por la parabola:

f(x) =x* , el eje “x
entre 1.75 y 3.75

y las rectas verticales : x=0 & x=2 se encuentra comprendida

Finalmente podemos establecer que el area de la regién original en éste
problema estd comprendido entre 2(1.75)=3,5 & 2(3.75)=7,5

3542470

Este valor de aproximacién lo podemos mejorar aumentando el
numero de rectangulos inscritos y ex inscritos.

* Subdividiendo el intervalo original: [0,2] en ocho partes iguales, podemos
inscribir 8 rectangulos construidos de modo que la base superior esté siempre por

debajo de la curva, para lo cual el vértice superior izquierdo de cada rectangulo

debera estar apoyado en la curva. Los sub-intervalos que surgieron por la particion
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del intervalo original en ocho partes iguales son:

[0,0.25], [0.25,0.5], [0.5,0.75] ,[0.75,1] ,[1,1.25] ,[1.25,1.50] ,[1.50,1.75] ,[1.75,2] .
La suma de las areas de esos ocho rectangulos nos dara un mejor valor de
aproximacion por defecto del area buscada que el empleo de tan solo cuatro
rectangulos.

La base de los nuevos rectangulos es ahora de 0.25 y las alturas respectivas son:

f(0)=(0)* =0, (0.25)=(0.25)* =0.0625, (0.5)=(0.5)% =0.25, f(0.75)=(0.75)? =0.5625
f(1)=(1)%=1, f(1.25)=(1.25)* =1.5625 , f(1.5)=(1.5)*=2.25, f(1.75)=(1.75)* =3.0625

Finalmente el area de laregidén derecha tiene un valor de aproximacion por
defecto:

Az(0P+025% + 052 +075% + 17 +1257 +15% + 17571025 =

VY (2 2y (4 (5Y (6Y (7Y 1
=|0+]—=| +|=]| +[=] +|=] +]|=] +|=] +]= =
4 4 4 4 4 4 4] | 4
12 2z 2z 2z 2 2 2z
=4_3(1 +27 432447 45 162 4T )=

1 7(7+1)(14+1) 35

4% B 16
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Si ahora repetimos el proceso pero los mismos ocho rectangulos los colocamos en
forma ex inscrita, es decir que el vértice superior derecho de cada uno de ellos
se apoye en la curva y entonces al sumar sus areas estaremos encontrando un
valor de aproximacion de la misma por exceso y de éste modo estaremos
estableciendo con mayor precision el area de la regién buscada constituyendo un
rango.

Las alturas deberan siempre obtenerse mediante la funcion limitante f(x) para que
el valor inicial en x sea extremo derecho de cada uno de los sub-intervalos que
surgieron por la particion del intervalo original en ocho sub-intervalos que en éste
caso son: [0,0.25], [0.25,0.5], [0.5,0.75] ,[0.75,1] ,[1,1.25] ,[1.25,1.50] ,[1.50,1.75]
[1.75,2] ;

La base de los nuevos rectangulos es también de 0.25 y las alturas respectivas

son:

f(0.25)=(0.25)% =0.0625, f(0.5)=(0.5) =0.25, f(0.75)=(0.75)* =0.5625 , f(1)=(1)*=1,
f(1.25)=(1.25)% =1.5625 , f(1.5)=(1.5)?=2.25, f(1.75)=(1.75)* =3.0625 , f(2)=(2)*=4

Finalmente el area de laregidon derecha tiene un valor de aproximacion por
exceso:

Az(025% +057 +075% + 17 +125% +157 + 1757 + 22 ]0,25 =

)T GG (666

=4i3(12 +28 43T AT R LR 4 TR +82)=

1 8(8+1(16+1 51

47 6 15
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De ésta manera el area de la regiébn que se encuentra limitada por la parabola:
f(x)=x* , el eje “X” y las rectas verticales : x=0 & x=2 se encuentra comprendida
entre 35/16=2.1875 y 51/16=3.1875

Finalmente podemos establecer que el area de la regién original en éste
problema estd comprendida entre 2(2.1875)=4.375 & 2(3.1875)=6.375

A3THL2A L6375

Como hemos visto, aumentando el nimero de sub-intervalos mejora notablemente
el valor de aproximacion del area de la regién considerada, sin embargo el método

es muy laborioso y no exacto.

¢, Qué significa una Integral Definida?

Es la evaluacién de una integral entre los valores limites de un intervalo numérico:

[P}

entre un limite superior “b” y un limite inferior “a”.
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Entonces, la integral tiene un valor definido en el intervalo cerrado [a,b], que
depende de la funcién f(x) y del intervalo escogido. La integral definida es

entonces una cantidad expresada mediante un niamero.

El simbolo de la integral definida es:

f; ydx 6 fabf(x)dx y se lee: “La integral desde “a” hasta “b”.

Y se calcula por: “Teorema fundamental del calculo’ fab f(x)dx = F(b) — F(a)

Lo que nos dice: La integral definida de una funcién continua en un intervalo dado,
es igual a la diferencia de los valores de una de sus primitivas en los extremos de
un intervalo.

Una integral definida

b
[ e dx=Fo) - Fea

es un numero, mientras que una integral indefinida :

f f(x)dx

es una funcion.

PASOS PARA RESOLVER UNA INTEGRAL DEFINIDA.

1. Se resuelve la integral como indefinida, haciendo caso omiso de la constante de

integracion.

2. El resultado anterior se encierra dentro de un paréntesis rectangular afectado

por los limites de integracion.

3. En la primitiva encontrada, se sustituye en lugar de la variable el limite superior

y se le resta lo que resulta de sustituir el limite inferior.
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2. fl(x— 2)dx

; 0 o x2 1 _[o? (-1 5
[[(x=2)=[ dxd 2] dx= 2—2{1 = {2—2(0)}{ , _2(_1)} =

3.J'012xdx

1
J':Zxdx = Z_Exdx = 2)2(2} = X2]<1)
0

af (¢ -2t

1, 1, 13 ' 13 (-1?® 10
[ @ -2)dt=[ t*dt—2[ dt = Zt}l = [3— 2(1)} —[ - 2(_1)} -

3

5.j01(2t —1)2dt

1 > 2 _ 1, 1 1 _4t3 4t2
j0(2t—1) _jo(4t —4t+1)dt_4jot dt—4jotdt+.[odt_?—

_[4@° _4@® ] | 40)° 40 2[4_6+3}_[0]=
3 2 3 2 3 3 3

+t=

Wik N

G.f[;—lex = 3f X*de—J'l2 dx =

-1 2 2
e A A 1 27772
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1

4

1 2 L0 3 b3 3

34t _ _ 934 _ _| 9344 _ 123l o _
[t 2]_1dt_4 2t 4x/t7 2t} L\E 2(1)} {4\(1) 2 1)}
_ -1
3 )
> u_,
4 4
a1

8 _~ d

b ™

1
4 B « Ly 1 2o 1y T
I0(2x+1)2dx:Lu '7:§Iou du:ET:u }Ozx/2x+1]2=
2

=./2(4)+1—./2(0)+1=3-1=2
u=(2x+1)
du = 2dx
d—u=dx

2

9.J111x(x2 +1)3 dx = fl(xz +1)3 xdx

Fur -t fwan= 202 af | <[2 e | Ber) o) |-2-2-0

u=x2+1

du = 2xdx
d—u = xdx
2
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lO.J‘Ozx?’x/mdx
4

2 L 2 ldu 1.2 % 1u® _3 ’

J0(4+X2)3XdXzIOU3,2=2J‘0u3.du=24:83\(4+X2)4L:
3

- gg/(4+22)“ _gi/(4+02)4 = 6-2.3811=23.619

u=4+x?

du = 2xdx

d7u:xdx

2

11, [Px(x? + 1) dx = [ (6% + 1)3 xdx

102
= Js (x% + 1)3 2x dx

_ 124D o

2 4 o

_ @2+t o
e I

_ %+ 02+1)*
8 8

625

8

54-
8

[ocl
|~

=524 _ 782

12.- [ (—x? + 5x — 4) dx

flz(—x2 + 5x —4)dx = —flzxz dx + 5f12x dx-4f12dx

-2 - (- )]+ 2 - Y] - 4@ - )]

RN RO
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o[- a2

13.- f03(3 x? — 4x+1)dx

f03(3 x? — 4x + 1) dx =3f03 x?dx — 4 f03x dx + f03 dx

—£|3_ﬁ

lo - lo + o
=x32-2x2 |3+ x|]
=(3°-0%) - [2(3)* — 2(0)?] + (3-0)
=27-(18-0) + 3 =27+18+3
= 12u?
14.- f;(x2 — 2x) dx

6, o _ 6, 6
Jy (¢* =2x)dx= [, x*dx — 2 [, xdx

_x36 2x% ¢

_?|3'T|3

_ (8 3\ 2 2

_(3 3) (6% —37)
=(52-3)-@6-9="22-27
=63-27 =36u?

15.- f03 (6x% + 1) (2x3 4+ x)2dx
HACIENDO EL CAMBIO DE VARIABLE

u=2x3+x

du _ ~ 9
y =6x“+1

X
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3 2x3+4x)°
[2(6x% 4+ 1) (2x% + x) dx=EEL g

_ e+’ )
3 3

=61,731u?

ACTIVIDAD I. Resolver las siguientes integrales definidas.

)| e 6) | ["sen’x e 1)) .z

.[-2 [x—1)3 .[ZI J.Uﬁ sen’x o
2) Il dx 7) .rrt a 12) T el

g x ol I cosxe  dy

i m ] i
3) _[: XXt + 9 ey 8) _[:rsenx cOsX ol 13) _[:rxj Ccos X oy
4) Ij%gﬁ: 9 E gx 1 dx 14) _[_ll[arc t:r::usx)2 che

," _ e

5| =& dx 10) | = 15) -[4 dx

-rl 1+x° 'Lx]n“x 0 1_+_J;
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Propiedades de la integral definida.

1.- fz f(x)dx=0 cualquiera que seaf.

2.-Si f(x)>0 ycontinuaen [a,b], entonces ﬁ f(x)dx>0,
ysi f{x)<0 entodo [ab] , entonces j'if[x) dx <0 .
3.-Si a<b<c yf escontinuaen [a,c]

b . c e
entonces: L flx)dy+ J'b flx)dxy= fﬂ flx)dx

b b (1]
d- | flx)de + [ glx)yde= [ (f+g)lx)dx

h - % h - % H -
5.- rjj flx) d.r:j oo flx)dx cualquiera que sea el numero c.

'B.- I ]
a)Siparacada v€u.b| es f(x)<glx), entonces [ flx)dx = [ g(x)dr

P L \ L
b) Sipara cada x€a,b| es flx)=glx), entonces [ f(x)dx = [ g(x)dx

7.- Si f es una funcion continua en |a, b|, entonces existe un nimero c€la, b tal que:
s
_rcr flayde=fle)lb—a)
Esta propiedad se llama teorema del valor medio del calculo integral.

Si f & g son dos funciones integrables en [ a,b ] con a<b y ademas f (x) < g(x)

x € [a,b]entonces se cumple :

/: f(z) du < / b g(z) du

Graficamente observamos en Fig. 1 que el area bajo f(x) esta representada por el
trapecio curvo PabS en color azul y es menor que el area del trapecio curvo QabR
que representa el area bajo g(x)
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Figura 1

A

(x)

Q(x) P
- :

UNIDAD IV. APLICACIONES GEOMETRICAS.
4.1.1 AREA BAJO LA CURVA.

El teorema fundamental del calculo sefiala que si una funcion f es continua en un
intervalo [a, b], entonces existe la integral definida:

Férmulal : fabf(x) dx = F(b) — F(a)

donde f es cualquier funcion.

El resultado de esta integral es igual al area bajo la curva f(x) representada en el

plano por la region R la cual esta limitada ademas por el eje “X” y las rectas x=a
& x=h..

y

y=f(x)
RN

>
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Ejemplo 1

Calcular el area de la region limitada por la curva: y = x> & las rectas: x-1=0
& x-3=0

A
9
x|y
3 9
2 4 6
1 1
o | o 5
a4
3 £
2 s
1 L
1 2 3
3 x3 33 13
fxzdx=—3= @[
. 3[1 3 3
_27 1_ 1
3 3 3
26
:?uz=8.66u2
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Ejemplo 2
Determina el area acotada por la parabola: y2 +X—4=0 & el primer cuadrante del plano

“,n

cartesiano. Presentar dos soluciones: Integrar con respecto a “x” y después integrar con respecto a

“,n

y”. Trazar la grafica.

Tabulando:

y=-/4-X

X Yy y
4 0
3 1 J_z y-\/4-x

3_
2 2 ‘\ﬁh\m_‘_‘
1 J3 2 >
0 2 ’

I,
0 2 X 4

Integrando con respecto a “Y”

Dada y=-/4—X despejamos la variable “x” : X=4- y2

2 32

[@a-yyay=ay-1

a4 @ | 224 _8_16_aqp
[ _{4(2) 3} [0]=" -5 =" =533

0

Integrando con respecto a “X”

4 el o2 [ _My32
Ix/4—xdx:—2(43x) :_2(434) _{ 2(430) }:2(38):1??:5.3%2

0 ‘0

Como pudimos observar en éste caso,la integracion con respecto a “x” ¢ a “y” da el mismo
resultado pero se dificulta el calculo al integrar respecto a “Y” , asi que es ésta la verdadera razén

de optar por una U otra integracion.
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Ejemplo 3

Hallar el area de una circunferencia con radio 8. Se sugiere emplear la formula canénica de la
circunferencia. Trazar gréfica.

r 2 r
X r X
.[\/rz —x2dx = E\er —x?2 +arcsen

0 I’0

2

2
= %W+ %arcsen r(gm+ %arcsen OJ
r r

r? r* = (rz
=—arcsenl=— —=| —
2 2 2

Como la regién analizada es la cuarta parte de la circunferencia debemos entonces multiplicar por

, . , , r’z 2
4 el drea obtenida para asi tener el drea total: A= 4 d=xr
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Ejemplo 4
Hallar el area de la elipse (se sugiere emplear la formula canédnica de la elipse). Trazar la gréfica.

Férmula candnica.

b
2 2
X b
/ 1/4 72+y72:1_>y:7\/a2_x2
a~ b a
\0 :
.[x/az —x%dx = IO—Xarcseni
. 2a al,
=b—a\/a2 ~a’ +baarcsena{b(o)\/a2 —O+baarcsen0}
2a 2 a 2a 2 a

= ab% — semultiplica por4 para obtener el rea

A=abru?

Area entre dos curvas.

La Figura 1 nos permite ver claramente que la region de color morado representa
la regiébn comprendida entre las gréficas de las funciones f(x) & g(x) y las rectas
x=a & x=b.

El area bajo g(x) esté representada por el trapecio curvilineo QabR y se calcula
con: ffg(x)dx.

El area bajo f(x) estd representada por el trapecio curvilineo PabS y se calcula
con: fab f(x)dx .

Como el trapecio QabR es mayor que el trapecio PabS entonces queda claro que
al restar ambas regiones se obtiene la intermedia (region morada) por lo que:
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A= fabg(x) dx — Lbf(x)dx

Y como una resta de integrales equivale a la integral de una resta simplificamos la
expresion como:

A= ["[g(x) - f(x)]dx siendo g(x)=f(x)

Si se requiere calcular el area comprendida entre las curvas :

y=f(x) & y=g(x) ,endonde f(x) > g(x) para algunos valores de x pero
g(x) = f(x) para otros valores de x, entonces la region dada S se divide en varias
regiones S¢Sy ... con areas Ay Ay ... como se muestra en la grafica 2 :

g y=f®

9ﬁ

y=g(x)

v

Gréafica 2

Luego, definimos el area de la region S como la suma de las areas de las regiones
menores: S¢Sy ....A= Ay + Ay +... Puesto que

_ (f(x) — g(x) cuando f(x) = g(x)
116) = g0l = {g(x) — f(x) cuando g(x) = f(x)

Se tiene la siguiente expresion de A:

El area comprendida entre las curvasy = f(x) y g(x), y entre las
rectasx=ayx=bes:

A=V = [11fG) - g(x)| dx
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Sin embargo, cuando se calcula la integral en Férmula 1 todavia debemos
dividirla en integrales correspondientes a: Ay Ay ...etc.

Ejemplo 1

Determina el area de la region acotada por la parabola:  y? —4x =0 ...... (1)
ylarecta: y=2x—4..... (2) .Trazar la grafica correspondiente.

Sugerencia: integrar con respecto al eje de las ordenadas.

Despejando “x” en ambas ecuaciones tenemos : En (1): x=y*/4; En(2): x=y+4/ 2
Igualando “x” : T
y2=2y+8 ; y*—-2y—-8=0 ; (y—4)(y+2)=0 ; De éste modo hallamos los limites de

integracién: y;=-2 , y,=4

[ - ()] dy =18, 2y = 1, 2y + 8- y)dy = 5[y + 8y - %] =

1[92 431 1 2 -2%1 _ 1 64] 1 8] _ 4.2
=1 [# 8 - T - i[2? +8¢-2) -] = a8 - F] - {[-12 45| = ou
Y 7
N /__./
Graficando / \"‘i
y2—4x=0 /
Paribola Recta
X Y X Y ~
1 -2 1 -2 ‘\_
0.25| -1 1.5 -1
0 0 2 0
0.125 ; 25 ; 2 v=2x—4 —
3 = o
225| 3 35| 3
4 4 4 4
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Ejemplo 2

Calcular el area de region limitada por las pardbolasy = x* & y =2x — x°.
Solucion: Primeramente se encuentran los puntos de interseccién de las
parabolas resolviendo sus ecuaciones simultdneamente. Esto da: x> = 2x — x%, 0
2x*=2x & ~ x(x-1) =0, de tal modo que x; =0 & X, = 1. Los puntos de
interseccion son (0, 0) y (1, 1) y la region se muestra en la Figura 1.

Al hacer uso de la Formula 1. A=V = f: | f(x) — g(x)| dx para calcular

el area es importante asegurarse de que f(x) = g(x) cuando a <x < b.
En este caso, en la grafica se puede ver que:
2x-x? > x? para0<x <1

Y asiseelige f(x)=2x— x% g(x)=x* a=0yb=1.

Entonces :

2 3

A=fl@x—xl- 2] = fj2e-xt) de= (5= 5 =2 4=

y
A y=2x-X
(1,1)
¥ =X
(0, 0) \OX
Grafica 1
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Ejemplo 3
Determina el area de la region limitada por la grafica de las funciones:

f(x) = x2 +2x g f(X)=—x+4

=
=]
e

]

\ / Yy =-x+4

.l[[(—x+4) —(x*+ 2x])dx = j[— x? —3x+4}1x

3 2 !

:—X——3L+4x =—£—§+4—6—4+24+16
3 2 . 3 3

_ —2—9+24—6128+144+96 :125 20802
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UNIDAD IV. APLICACIONES GEOMETRICAS.
4.1.1 AREA BAJO LA CURVA.PROBLEMAS RESUELTOS

1. Hallar el area limitada por la grafica de la funcién:

f(X)=—x?+2x+3

y
y= —}{2+ 2n+3
y las rectas : x=0 & x-3=0 3/-
/|
/ h
/ |
-1/ \
| A
‘|III|II 0 1"||3 x
| \

0

3 3 3 3 X3 2
j(—x2+2x+3)dx:—I x2dx+Zj xdx+3j dx=—"—+x?+3x| =
0 0 0 3 0

3
:—924432+aa:—§+4+6:33:7sm
3 3 3

2. Hallar el area limitada por la funcion:

y=4
f(x) = 4 T o
X-5=0
x—2=0
5 0 2 5 )
j4dx=4(5)—4(2) =20-8=12u?
2
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3. Obtener el &rea de la regiéon comprendida entre
eje “y”.

y-x=3,y=0 ,x-4 =0 y el

2 4
J.3+xdx 3J. dx= 3x+x—

} —3(4)+() =12+8=20u
2 0

Comprobar el resultado por un método geométrico elemental

4. Calcula el area de la parabola f(X)=9-x* que esta limitada por el primer
cuadrante del plano cartesiano. Trazar la grafica

3 3 33
I 9-x? =QI dx—j X
. 0 0
| [ III',
| i |

3 3
7:9X_X7
03

3
_93)- @ 97 _9-184
3 3
0
o
/ !
|II I
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5. Calcule el area de la sinusoide en los siguientes intervalos y muestra
mediante una grafica los valores obtenidos:

b)J‘2 senxdx=—cosx]2 =—cos90° —cos0’ =1u?
0

¥

W=SEN X

N E
]
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=868 X

/

\/ =

B H
P E

d).[ senxdx=—cosx]} =—c0s180° —cos0” = 2u®
0

PEF-1LE

/

j[ L T T
\/ rad
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7. Determina el area acotada por la parabola, presentar dos soluciones.

Integrar con respecto a “x” y después integrar con respecto a “y”. trazar
la gréafica.
y2+x-4=0
y= JA—-x
x=4-y?
Con respecto a “Y”

2
2 > oy 3 %] (.24 8 _ 16 _ 2
|5 @—y®dy = ay 3} —[4(2) S } [0l = 5 -5 =5 =533u

Con respecto a “X”

37t 3 3
4 4 L 2(4-x)2|  204-4)2 |-204-0)2|
Io\/4_XdX__Io\/4_XdX__f = — 3 - 3 =
0
=@=E=5.33u2
3 3
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8) Calcule el area bajo la curva y=x*-2 vy el eje x. Traza la gréfica
correspondiente.

2
-z | : |

A=J.:Eﬁ(x2—2}ix=§—2x

o) [ 2P o )

2;/5 -242 + 2;/5 -242 = 74;/5 - 42

-1 1
0 2
42 -12.2 82 1131
= e T EWE =0T 2377
3 3 3 1 -1
2 2
3 7

9)Calcula el area acotada por la parabola el eje “y” y el eje “x”.

y2+x—4=0 —» y=44-X > 0=y4-x —p» 0=4-xX —p» X=4

Azjgx/ﬂdxﬂ‘gxﬂ(—du)z—jgu%du

u=4-x g L.
du = —dx =5 =-5v = -5Ve-
—du =dx .

N

_ _g\/(4_4)3 _[_ 7J(4_70)3} =377

w
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ACTIVIDAD IlI.

|.- AREA BAJO LA CURVA

Determina el area de laregién limitada en cada caso y traza la grafica

seflalando laregién pedida.
1) y = x3 —x y el gje “x”

2) y2 —-Xx—-1=0 vy el 2°cuadrante

2

3) y=3-x" y el eje “x”

4) xy=4 , el egje “x” y lasrectas: 2x —-1=0 vy x-1=0

5) y = X2 —7X +6 y las rectas y=0, x=2 Y  x=6.

6) y=x+1, y=0, x=2 Y x=6.

7 x—2y+y2=8 el eje"y" ylasrectas:y+1=0,y-3=0
3 2 H [{1v22]

8) y = X7 —6x° + 8x yelegje “x

Profr. Luis Alfonso Rondero Garcia
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-3 2.6
-2 2.4
-1 2.2
0 2
1 1.7
2 1.4
3 -1
4 0

Pagina 37




WILFRIDO MASSIEU}
_ o

INSTITUTO POLITECNICO NACIONAL
CECYT “WILFRIDO MASSIEU”
Unidades de Aprendizaje del Area Basica

9) y=2x-5, y=0, x=3 y x=7
10) x=4—y2 y lasrectas y=2, y=-1 Y x=0.

11) X =8+2y— y2 y las rectas y=-1, y=3 Y x=0.

2

12) y = 4x — x y elejedelas x.

13) (y - 2)2 =8(x+4) y eje “y”

14) xy=1, eleje“y” ylasrectas y—-2=0 ; y-8=0

15)  y2 -12x -8y —20 = 0 y el eje “y”

16) Encuentra el area de la elipse. (Se sugiere emplear la férmula CANONICA de la
ELIPSE)

17) Encuentra el area de la circunferencia. (Se sugiere emplear la férmula candnica de la
circunferencia)

18) Hallar el area de la superficie limitada por la curva dada, el eje de las “x” y las
coordenadas dadas en cada caso.

a)y=x3 o)y = x> +3x2 + 2x
x=0 x =-3

X =4 X =3

b)y = 9 — x? dy = x? +x +1
x=0 X =2

x=3 x=3

19) Hallar el drea de la superficie limitada por la curva dada, el eje “y” y las rectas dadas en
cada caso.

a)y? = 4x c)y = |n|

y=0 =

y=4 y=2

b)y = 4 — x? d)x =8+2y - y?
y=0 y=-1

y=3 y=3

Profr. Luis Alfonso Rondero Garcia Pagina 38



INSTITUTO POLITECNICO NACIONAL
CECYT “WILFRIDO MASSIEU”
Unidades de Aprendizaje del Area Basica

UNIDAD IV. APLICACIONES GEOMETRICAS.
4.1.2 AREA ENTRE DOS CURVAS PLANAS.

y=-x*+8x-5

1. Determinar el area de la superficie limitada por las curvas.
y=x+1

Resolviendo el sistema de ecuaciones formado por estas 2 ecuaciones,
hallamos los puntos de interseccion de las curvas
(1.2) y (6,7).

y |
_,/ \\ y= -x2+3x—5
i / V.
6 6
J‘l [(—x2 +8x-5) _(X+1)]dX=J;(_X2 +7x—6)dx =

__X3+7Xz_6x:| :{—63+ 7(6)° —6(6)} ={—13+ U0k —6(1)} =
3 2 X 3 2

y=x+1
3 2 II'\
:18+E:1275u2 . I'I X
6 I |
2. Determinar el area de la superficie limitada por curvas.
yZ—2x+2y+7=0
X—y—-8=0

Resolviendo el sistema d ecuaciones formado por las dos curvas, encontramos los puntos
X=Yy+8

de interseccién (5,3) y (11,3) e integrando con respecto a “y” tendremos:

Profr. Luis Alfonso Rondero Garcia
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3. Determinar el area de la superficie

9x* +16y* =144
Resolviendo el sistema de ecuaciones y graficando v

tenemos, que los puntos de interseccidon son (4,0) y
despejando a “y” de ambas tenemos:

limitada por las curvas.

y=16-x*

144-9x> \J916-x%) 3 ;
= = =>.[16-x
J \/ 16 4 4

4 4 4
j [x/lﬁ —x2- %/16 —x? }dx = j %\/16 —x%dx= %j /16 — x2dx
4 4 4

Aplicando férmula:

9%+ 16 y°= 144

4 4
= %[i\/m— x2 + Earcsini] = i\/16— x2 + 2arcsinﬂ =
4 -4

2 2 4 = 8
= [g 16 — (4)* + 2arcsenﬂ - [_?4\16— @7 + 2arcsen%] -
2

T —2(3—n)=n—3n=—2n

= 2arcsen(l) — 2(arcsen(-1) = 2(5] 2

4. Calcular el area entre las curvas:

y=x2—-4x+3 ]l
y=—x2+2x+3 P“ ‘
\

)

| y=-}{?+2}{+3

Graficando y resolviendo el sistema de ecuaciones formado  y=x-4x+3 *ﬂl“/’\
34 \

por curvas obtenemos los puntos de interseccién (3,0) y (0,3)
asi los vértices (1,4) y (2,-1).

Por lo tanto el area sera:

X

r[(— x? +2x+3)—(x2 —4x+3)]dx:ﬂ— 2x2 +6x)dx:
0 0
3
:—2rx2dx+6rxdx:—22x3+3x2} =
0 0 3 0

:{_2(33)3+3(3)2}{—2(2)3+3(O)2}=9—0:9u2
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5. Determinar el area entre las curvas:
=(x-1)°
y
y=x-1
Graficando y resolviendo el sistema de ecuaciones formado por las 2 curvas obtenemos los

puntos de interseccion (0,1), (1,0) y (2,1). Por lo
tanto el area buscada sera:

LZ [(x -1y’ —(x—l)]dx = J.:(x3 —3x%+ 2x)dx =

%.
/

6. Calcule el &rea de la regién comprendida entre las gréficas de las funciones: y=sen x;
y=cos X, trazar la gréfica correspondiente. Para encontrar los puntos de corte se
realiza el siguiente andlisis:

cos0” =1 sen0° =0

cosZ:O senzzl
2 2

cosg—i senﬁ—i
4 2 4 42

Los puntos de interseccion de las dos curvas tienen la misma ordenada por lo que se
igualan ambas ecuaciones :

Sen x = cos X .« Elevando al cuadrado ambos miembros :
senzx = cos2 X senzx =1- senzx
1
25en2x =1 senx =+ —
2
1 T 5m
X = arcsen + — S X =,
/2 4 4
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Y= @enx

Y= 008X

5
in o o 7 T

"'senx—CosS X = —COoS X — senx] =—C0S———-sen—+C0Ss—+sen— =
. 4 4 4 4

11 01 1202
"2 2 Rta . 2P

&N .n‘m

7. Determinar el &rea de laregion limitada por la gréfica de las funciones.

f(x)=x>+2x
f(X)=—x+4

.[14[)(2+2X—(—X+4)]dxzf4[xz+2x+x—4]dxz

1
_[[x +3X— 4]dx—§+3i 4x} =
-4

2
= 1.3 4—6—4+28+16—
3 2 3
_—2+9+24 228+144+96 1(235 ~ 20,802
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8. Determina el area de laregién limitada por las gréaficas de las funciones.
y=x°

yzxﬂ

J'le&— x2dx = J'Ol(x);dx —I:xzdx =

X
w
N

9. Determinar el area de la regién limitada por las gréficas de las funciones, selecciona el
procedimiento mas sencillo: Integrar con respecto al eje “x” o con respecto al eje “y”.

y>=1-x—>y=-1-x
X+2

2y:x+2—>y:—2

Igualamos y resulta:

Xerz:\l—x
X+2)° 2
£2) ~(1x)

X2 +4x+4

— =1-X

X% +4X +4 =4 —4x

X? +8X =0 X(X+8) =0 X; =0 X, = -8

_0)+2
e I

_(8)+2 _
===

Y1 1> Y2
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.. Los limites de integracion son : -3 , 1 y laintegral queda:

y>, 2y° +3yJ1 =[(1)3+ 20)* +3(1)}—[(_3)3 + 2(-3)° +3(—3)} =
_3 2

1
2 _2y—-3)dy=2-
I—s(y y=3)dy 3 2 3 2 3
:[1+1_3]_[9—9—9]:—32:10.6u2
3 3

10. Determina el area de la regién comprendida entre las gréficas de las funciones dadas.

Trazar la gréfica correspondiente.

y=4(1_xz) ¥
y:l—X2 fa \I\‘ . .
1 1 1 I."l I \
[l ave-fosesoil B L\
1 1 M | |
=(3-1)-(-3+1)=3-1+3-1=6-2=4u"
-1_1'/ 1
l /'If 'i;\‘\ I T
||I I|I y=1-x
lfr"" ||I |I\\
/ ,I' \, \
ACTIVIDAD lll.

AREA ENTRE DOS CURVAS PLANAS
Determina el area de la region limitada en cada caso y traza la grafica sefialando

la region pedida.

1) y2 = 4x ylarectay = 2x-4

2) y= Jx y y=x-2 y el primer cuadrante.
3) y2-4x =0y la recta; 2Xx-y—-4=0

4y y=6x-x> y x*-2x-y=0
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-5 y X+1l=y

6) y2—4x—6y+17=0 y su lado recto
7)y=9—x2 y X-y+3=0

8) x2+y—2=0 y Xx+4+4y=0

9) x2=4y yy=x,y=1

10) y=x2 X+y=2y elejex.

4.2.1 VOLUMENES DE SOLIDOS DE REVOLUCION.

Llamaremos “Sélido de Revolucién” a aquel que se engendra al hacer girar alrededor de un
eje, una superficie plana.

Volumen de un sélido de revolucién obtenido por la rotacion en torno al eje “X” o “Y” de
unaregion A

Sea f una funcion continua en el intervalo: [ @,b ] ,siendo f(X)=0 para todo x, tal que
Aaixib

Consideremos el conjunto A, delimitado por el eje X ,la grafica de f y las rectas : x=a y x=b.

v=~F{x}
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Considerando una particicion P del intervalo : [a,b ] tal que :

P={a=x,x,x...x =b} donde : a=x,<x;<x2<x3<......<Xn=Db, siendo :

S(R.g) = T mf(x)Ax

i=1

“
|

donde Xi; <xi1<x; paratodo tal que: 1<i<n

que és una sumade Riemann para toda funcion : g(x) = w(f(x))% relativa a la
particion P del intervalo [ a,b ].

Definimos el volumen del sélido B como :
Vo= lim ST AR, = J‘brr(f(xjf e =17 J‘b(f(xjf b
M= o 1 E] =]

Es preciso observar que cada seccién transversal del sélido B, obtenida a partir de
x€[ a,b ]., es en realidad un circulo con centro en el punto (x,0) y radio :f(x) y, por lo
tanto, su area es : m(f(x))%

Finalmente B es el sélido obtenido a través de la rotacion del conjunto A en torno al
eje7lxll

Consideremos que la superficie limitada por la gréafica de la funcion “f’, el eje “X” y las

rectas x=a y x=b gira alrededor del eje “x”. Si dividimos esta superficie en “n” rectangulos,

. . , 2
cada uno de ellos engendrara un cilindro recto cuyo volumen sera 7T [f (X )] dx

siendo dX su altura.
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F—————A

F=-—A
Ax

De lo anterior podemos concluir que:

b
Cuando el eje de revolucion es “x” tendremos: V = ﬂ:jf(X)dX siendo y=f(x)
a

b
Cuando el eje de revolucién es “y” tendremos: V = njf(y)dy siendo x=f(y)
a

Como lo dijimos anteriormente, un “Solido de Revolucion” es aquel que se

engendra al hacer girar alrededor de un eje una superficie plana.

eje de
rotacion

HF+— . P

Profr. Luis Alfonso Rondero Garcia Pagina 47



INSTITUTO POLITECNICO NACIONAL
CECYT “WILFRIDO MASSIEU”
Unidades de Aprendizaje del Area Basica

En éste caso es la superficie limitada por la grafica de la funcion “”, el eje “x” y las rectas

x=a & x=b la cual gira alrededor del eje “X” , generando de modo instantaneo el
siguiente cono recto truncado.

solido ebienide

»

X

Si dividimos esta superficie en “n” rectangulos, cada uno de ellos engendrara un cilindro

recto:
@ cilindro
|
clx

=

circular
recto

Diferencial del Volimen :

dv = my?dx= Area de la Base por su altura.

El limite de la suma de los volumenes de los “n” cilindros engendrados cuando n — a sera
el volumen del sélido de revolucién; esto es, la “suma” de los volumenes de los “n”
cilindros desde x = a hasta x = b ,nos da el volumen del sélido de revolucion.

v= fabnyz dx = nff y% dx Cuando el eje de revolucion es “x” siendo y =f(x)

Cuando el eje de revolucion es “y” tendremos v = nfab x? dy siendox =g (y)
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Siendo un sélido de revolucién el sélido generado al girar alrededor del eje x, la
region limitada por la grafica de una funcion cualquiera: y= f(x), el eje x y las
gréficas de x=a y x=b , el eje x que es el eje de rotacion de la region plana
sefalada anteriormente se convierte en un eje de simetria de dicho solido y la
seccion recta plana perpendicular a dicho eje x, es un circulo.

1 Pxmg ix=h

Ejemplo 1

.« s, . . 7t .« s = b —_ i
La regién delimitada por la grafica de la funcién ¥ = ¥ ~*" que representa a un
semicirculo, el eje X y las rectas: x+ta=0 & x-a=0 gira alrededor del eje X
originando como solido a una esfera de radio: a

_ A4

El volumen de la esfera generada esta dado por:

W =J‘: Tr[q."a? _;{2)2 dx = _3 m(a® —x* ) dx =.|_|.[az}{ _%]
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La esfera del Ejemplo 1 es un caso de un sélido de revolucion, ya que se puede
obtener al hacer girar un circulo en torno a un diametro. En general, sea S el
sélido que se obtiene al hacer girar la region plana R limitada por y = f(x). y = 0,
x=ayx=Dbentorno al eje x.

y y = f(x)

rotacion

y y = f(x)

Dado S se obtiene mediante una rotacion, la seccidn transversal determinada en x
perpendicular al eje x, es un disco circular de radio |y |= |f(x)]|, entonces el area
de la seccién transversal es:

A(x) = my? = m [f(x)]?
Por consiguiente, al usar la formula béasica V = ff A(x)dx, se tiene la siguiente

formula de un volumen de revolucién:

V= [Pr[f(0)]? dx
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En particular, puesto que la esfera se puede obtener haciendo girar la region

comprendida bajo la semicircunferencia:
y =+vVr?— x? r<x<r
En torno al Ejemplo 1 se podia haber resuelto utilizando la férmula del volumen

con f(x)=+vVr2—x? ; a=-ryb=r.

Ejemplo 2
La region comprendida por la gréficade y = \x y y = % en el intervalo B 3}

Gira en torno al eje x :

3
Calculando la interseccién entre las dos gréficas: 1/x = % XX =1;x2 =1;x=1
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[]d}( J‘rr(qf_)zdx Tr

=TT —1+2—1+i =WE
2 B

v1f

2

El volumen del sdlido resultante esta dado por: V=V; +V,

Siendo Y :
3
v, = [ ief
Finalmente: v =y Y 5 80”5:%1-[
3 8 24 24
Ejemplo 3

Una region del plano delimitada por el eje X, la graficade y = -/x en el intervalo

:.

0 £ X £ 2 es rotada alrededor del eje X.

b

El volumen del sélido generado esta dado por: V =7Z'j(f [0) o) qu——
a

7 2|
v=‘|‘ mcdx=rrx— = 21T
0 2

0
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Ejemplo 4

Si la misma region del problema anterior se hace girar en torno al eje Y ,el sélido obtenido

b

es diferente y su volumen queda definido por : V =7 j(f(y))zdy ------ I
a

7
_ 1842

_ e 4 _ _‘3"5
W In T =y )y Tr[ély ?] z

i

Ejemplo 5

Calcule el volumen del sélido obtenido por la rotacion, en torno al eje x, de la curva:
x24(y-2P% =1

Laregion indicada es la siguiente

Haciéndola rotar obtenemos un toroide:
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-
-

Como este solido esta hueco podemos observar un radio interior y un radio exterior por lo
gue su volumen se calculara considerando la formula:

v = =f [60? - (@6y?ax

Donde f(x) es el radio exterior y g(x) es el radio interior.
y o= 2x 01"

Despejando “y” tenemos que:

Dedonde f(x)=2+ /1-x®> 'y g(X)=2—+/1-x?

Aplicando: Il

V[ e f o - - ofT=xE f o -
=T[4+ 4T3 +1-x7 =4+ 4f1-x7 ~1+x7] o =
= [ 81 dx

v = 8ri| L arcsen 1- 1arcsen[— ’1)] - 417[1 +E] =411,
2 2 z z unidades cubicas.
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CALCULAR EL VOLUMEN DE LOS SOLIDOS QUE SE FORMAN AL
GIRAR LA REGION LIMITADA POR LA CURVA DADA ALREDEDOR
DEL EJE “X”.

l1- y=-x+1 de x=0 a=1
A

Y

>,

I
RN A ¢
1 1 1
vznj yzdxznf (—x+1)2dx=7rf (x% — 2x + 1)dx
0 0 0

=[1;—(1)2+1]—[0;—02+0]=n[<%)—0]= §u3

2- y=4—-x* de x=0 a x=2

x3 24
=m|l>—x“+x
3

y o A

—

2 2
v=7tf yzdx=7tj (4 — x?)% dx
0 0
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2 2 2 2
= 16 —8x* + xM)dx = |16 | dx—8| x*d *d
nfo( x* + x*)dx n[ J; x J;x x+J;x x]
=m|16 8’ X = 16(2 8@, 2 16(0 8(0)’ , O°
—ﬂ[ X_T+E]_n[( @) ——5—+72)~16(0) ——3—+ )

256 _ 256m

_ - 3
_"[15 0] 15 ¢

3- y=+vV4—-x2 de x=-2 a x=2

y A

7

2 3

2 2
v= nj yzdx=7rf (4 — x%)dx
-2 -2

oo (s0- 2 -

8 8 16 16 16 167 32
=n[<8——)—8+—>=n ———>=n —+—|==mud

2 2
T [4f dx —f x2dx
-2 -2

3 3 3 3 3 3 3

4- y=+x de x=1 a x=4
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A

5

2
v—nf yzdx—nf (x%)? x—nfx dx—n[%
0

e

0 32n 3
V=T ] 5u

5- y=+Vx de x=1 a x=4

A

¥

v

N/

4 4 4 2
= 2dx = 2dx = dx = _
v nflyx nfl(\/f)x nflxx n[z]
2 2
SO
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m=r/h

h
v= nj (mx)?dx
0

du du

Sea u=mx ; —=m ; —=dx

dx m
[’ w[mx)®]  m[(mh)® m(0)°
“m|3| m| 3 | m| 3 3

3 3 3

r
T (mh)3 ol = mm?h3 _ ”(E)3h3 _ nr’h
v m| 3 -

nrlh

Volumen del cono :
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Problemas resueltos

Calcular el volumen de los sélidos que se forman al girar la regién limitada por las graficas
de las funciones dadas alrededor del eje “x” en cada caso.

P1.-

y=-x+1
x=0
x=1

P2.-

volimen

= 7Z'|:16X -

P3.-

1 1 1
yzn_[ y2dx=7rj (—x+1)dx=7z_[(x2 —2x+1)dx =
0 0 0

e Ao 5o
{35

2.y=4-x*
x=0
x=2

= nIZ yzdx:;rr(4—x2)2dx
0

:;zr(le—
0

8X+X5T {(16(2) 82)° , ] (16(0) 80)° , ﬂ: {256 O}zzssﬂug
35 "5 "5 15 15

0

2 2 2
8x% + x4)dx = 7{16'[ dx—SI x2dx + J. x4dx} =
0 0 0

3y=+4-x*
X=-2
X=2

= o] (ol o ox- |- {4}
oo 5] T ol )
A AR
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P4.- Calcula el volumen del solido que se obtiene

3

al hacer girar laregion limitada por y = x~,y = 8

, X = 0 alrededor del eje “y”.

P5. Calcula el volumen del solido generado al hacer rotar sobre el eje “x” la regiéon del

plano limitado por la curva f(x) = x2, el eje x, el valor X = O ylarecta X = 2.

5
v=of Stk

v = 22703 Z 201008
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ACTIVIDAD II1.
> VOLUMEN DE SOLIDOS DE REVOLUCION.

- DETERMINA EL VOLUMEN DEL SOLIDO FORMADO
HACIENDO ROTAR SOBRE EL EJE INDICADO LA REGION
LIMITADA POR LAS FUNCIONES SENALADAS EN CADA CASO:

- Traza la gréafica y el dibujo del sélido formado en (3 D).

1) Calcular el volumen del solido de revolucion generado por la region del
plano comprendida entre la curva y = /x , el eje x, y las rectas x=0 y x=4, al
girar alrededor del eje x.

2) Calcular el volumen del sdlido de revolucién, generado por la regién del
plano comprendida por y = +/x , x=1y x=4, al girar alrededor de la recta y=1.

3) Calcular el volumen del solido de revolucion generado por la regién del
plano comprendida entre y*> — x + 1 y la recta x=3, al girar alrededor de la
recta x=3

4) Laregion del plano comprendida entre la curva x% - y+1=0ylarecta,

gira X+y-3=0 alrededor del eje X. Calcular el volumen del sélido
generado.

5) Laregion del plano comprendida entre la pardbola x?> -y = 0 y larecta
2x —y = 0 gira alrededor del eje Y. Calcular el volumen del sdlido
generado.

6) y=x*+2,x-1=0,x-3=0,y =0 ;rotacion sobre el gje “x”
7) xy=1,x-1=0,x-2=0,y =0; rotacion sobre el eje “X”
8)  9x? +4y? = 36 ; rotacion sobre el eje “X”

“ye N

9)  o9x? + 4y? = 36; rotacion sobre el eje “y
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e N

10) y=x*>,y-8=0,x =0 ; rotaciéon sobre el eje “y
11) y-x =0,y =x* ;rotacion sobre el eje y=2

12) y-x=0,y=(x -2F

182

a) eje de rotacion “x

Ly

b) eje de rotacion “y
13) xy-1=0,x-1=0,2y—-1=0 ; rotacion sobre el gje “x”

14)  Hallar el volumen de la esfera generada por la rotacion del
circulo:x? + y? = r? alrededor de su diametro.

15) Encontrar el volumen del sélido que se genera cuando la region

entre las graficas de f(x) = ;+ x> 'y g(x) = x,enelintervalo

[0,2] gira en torno al eje “x”.

16) Encontrar el volumen del sélido generado al rotar la region
acotada por las curvas:y? =4x 'y y-x =0 alrededor del eje

by,

X"

17) Encuentra el volumen de un cono circular recto de radio: “r’ y
altura: “h”

et M

! f“\\\
7V,
!H‘|Hﬂ \ - / H[!HI
\;"““/ \"""u
N

“*-..a"rﬁh-.‘:'n.--"’
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\\\53 300HIN3)

=

3

1,|'|1+X

[wﬁ] =2(2-1)=2

3)

I:xu'xz + 9 dx

_[:x\f'xg +9 = %J‘Szx[f + 9)% d = B(f + 9)21 ~ %{[25)
4)

K x
LI,
.[2 ||x2_1

B3|
|
R
b
L 1
Il
|u::-
s

J o - Lfos(s )7 ae= [P 1] =63

| =4

jlﬁ%z [arctgx]:g = arc tgnﬁ— arctgl =

T
304

—
%]
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_[;Ttg;’x dr = _Lr[sech— 1) dr=[tgx—x] = -n
8)

il
L sen¥ cosxay

i

by 1
_r SENE Sy = |:§sen:‘ 3::[' =0

9)

: (Ing-1n3)= ]n\E

Il
B | =
1
=)
b

|

—

I
ra |

10)

3 ol
-L xintx
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JJ 1 1 1
it L 3 =T iaa T
f‘x]n 3In"x 3In"3  3In°2

11)

I T I

Zgen®x o = |2 [1-cos’x)ser dr = |2 (senx— costxsenx) d =
.[:I 0 0
= [—n::n::ws;aHl-::-:}f:::lE =1- 1.2
3 3 3
12)

T
_[3 cosxe e
T T 0 0
_[3 cosxe T dx= [e*“l =g —¢ =0

13)

B )
Lx Cos X o

_[ x* cosxol

2= i cari war b = 7y

¢ integrar
VY = Cos X ¥ = 5ENX
_[ X cosxar= xX° senx — ijsenx.:fx

I cleri var 2 =1
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¢ integrar
v = seng —-eEVEY . Vv=—Cosx

_[xz cosxer = X° seny — 2(—xcosx+_r cosxcﬁ:) =
= x*senx + 2xcosx — 2senx + C

.[;rxz cosx oy = [xz Sef + 2X Ccosx — Zsems:Ir = -2
14)

L 2

_[ (arc cosx) o

-1

arccosx = ¢ x=rcost dx = —sen it
1=rcost i=10
-1 =rcost =T

1 4 0 2 ar 2

_[_l[arc cosx) dr= —Lf sen feff = _L £ sentt

b= £ cari war 2t = 9t
V' = gen s —LHEETE ¥ =—rcosf

.[:Trj sen folf = [—rj C0s II + 2_[:.? cost df

et darivar 5 ' =1

o = pogd — DL v =zenf

.[:.fz sentdi = [—52 cos.ﬁ]: + 2([55&115]; —.[:senz .:fx) =
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= [—f,2 cosf+ 2fzent + 21::055]: = [7"2 _4) w’

15)

I‘* ax

U1++fx

x=£ dx = 2tds
4 =2 f=2
0= (=10

L 2t E 1
& = 1-—|ar=
-L1+JE 0 4t -[3[ 1+r]

=2[t-(1+¢)] =4-2In3
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