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Integracion de Potencias de Funciones
Trigonométricas.

Cuando las integrales presentan potencias de funciones trigonométricas es
necesario utilizar diferentes identidades que permitan obtener una nueva
expresion trigonométrica mas sencilla para facilitar la integracion.

Las identidades mas empleadas son:

2

Sen’x + Cosx=1 Seczx-Tg2x=1 Csc x-Ctg2x=1

Sen’x =;(1—COS 2x) Coszx=;(1+ Cos 2x)

Integrales de potencias de la funcion Seno.
& Silas potencias son impares deberas emplear: Sen’x + Cos*x=1

de donde :

Sen’x =1- Cos’x

1
& Silas potencias son pares deberas emplear : Sen’x = 5 (1— Cos 2X)

Ejemplos:
a)
J'senzxdx = J.E(l—COSZX)dX = J'}dx—_[lcostdx = Ex—lj‘cosud—uz EX—chosudu
2 2 2 2 2 2 2 4
u=2x =Ex—lsen2x+c
du = 20 2 4
W o

2

En algunos textos ésta solucidn se ve diferente porque se emplea la identidad del angulo
doble:

Sen2u=2SenuCosu
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1 1 1 1 1 1
ZXx—>sen2x=—x—~(2senxcosx)= = X — — Senxcos X +¢C
2 4 2 4 2 2

j sen®xdx = .[senx(senzx)dx = I senx (1 —cos? x)dx =

- _[senxd;x - _[semcms2 xdx
u=cosx du=—senxdx
—du =sen x dx

3
u 1
:—cosx—[[uz(—du)]:—cosx+ju2du :—cosx+?:—cosx+§cos3 X+C

Integrales de potencias de la funcion Coseno.
& Silas potencias son impares deberas emplear: Sen’x + Cos’x=1
de donde :

Cos?’x =1- Sen’x

& Silas potencias son pares deberas emplear : Cos’x = % (1+ Cos 2x)

Ejemplos:
cos’® x dx 1
a) J IZ (1+Cos 2x)d Idx+ Icostdx_
1
_[cosz xdx = ~[2 (1+Cos 2x)d jdx+ _[costdx =

1 1 du 1 1 1 1
:—x+—ICOSU—:—x+—jcosudu =_X+2sen2x+c
2 2 2 2 4 2 4

U=2x du=2dx dzuzdx

Como: Sen2u=2SenucCosu :£x+£senxcosx+c
2
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b) Icos3xdx = Icos X Cos”xdx = _[cos x(1—sen’x pix = _[cos X— _[ cos xsen”xdx

u = senx

du = cos xdx

3

) u
=senx—ju du =senx—?+c

sen®x

=Senx— +C

Integrales de potencias de la funcion Tangente.

Debes emplear :

Identidad Pitagérica: Sec®- Tan“u=1
Diferencial de la tangente: d tanu = Sec®u du
y la integral : Itanudu = Insecu +c
Ejemplos:
a) ftan®udu -y =J.(sec2u—1)du=jsec2 udu—.[du:tanu—u+c

b) J.tan3 udu = Itanu tan® udu = J'tan u(sec2 u —1)du
= .[tanusecz udu —.[tan udu

Realizando cambio de variable en la primeraintegral: z=tanu dz =sec’udu

Z?_

Izdz— In\secu\ +Cc= o In\secu\+c = ;tan2 u-— In\secu\ +C

c) [tan® udu

= J.tan2 u tan? udu = solo se sustituye una tangente cuadrada

j tan? u(sec? u —1)du = J‘tan2 usec” udu —J‘tan2 udu
z=tanu dz =sec’udu

3
1
:jzzdz—_[tanzuduvzzs—(tanu—u)+c:3tan3u—tanu+u+c
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Integrales de potencias de la funcion Cotangente.

Debes emplear:

Identidad Pitagérica: Csc® Ctg’u =1
Diferencial de la Cotangente: d Ctgu =- Csc’u du
Integral de la Cotangente: _[ctg udu = Insenu| +c

a)jcot2 xdx = f(csc2 x—1)dx = J'cscz xdx—fdx = —Ctgx — X +C

b)Icot3xdx = J'cot xcot? xdx = Icot x(csc? x —1)dx
2
= .[cot xcsc? xdx —.fcot xdx = Iu(— du)— Ln|senx|= —_fudu — Ln|senx| = _uz_ Ln|senx|

U = ctgx
du = —csc? xdx

_cog?

—du = csc? xdx T_ Ln‘senx\+c

c) Icot4 xdx = Jcot2 X cot?xdx = J'cot2 x(csc? u—1fix

= [ cot? xcsc? xdx — [ cot*xdx = [u?(- du)—J'(csc2 x—1) dx = —[u”du - [ csc?xdx — [ dx

u = cotx . .
_ 2 u cot” x
du = —csc” xdx —— " _csCiX—X+C=—

—du = csc? xdx 3

—CcotXx—X+cC

Integrales de potencias de la funcion Secante y Cosecante.

Las integrales de las potencias impares de la Secante y Cosecante no pueden resolverse por
éste método; se resolveran mas adelante con el Método de <Integracién por Partes> solo
pueden resolverse las potencias pares que no sean multiplos de potencias impares, ya que
se puede emplear:

a) Iseczxdx =tanx+c b) jcsczxdx = —CtgX +C
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Ejemplo: [ sectxdx
jsec“xdx = jseczx sec’x dx = j{tgzx+ 1)secixdx = j tg’x sec’dx+ jseczxd;x
Siendo u=tgx & d tgx=sec’x dx tenemos

u? tgdx
uzdu+tgx+c=?+tgx+c=

+tgx+c

Como en la cotangente tenemos: d ctgx = -esc’xdx & J-CSCZXdX =—Cigx +C

Justifica 6 demuestra que:

[ esc*2xdx= —i ctg 2x — :EL ctg?2x+c

INTEGRACION DE PRODUCTOS DE POTENCIAS DE
FUNCIONES TRIGONOMETRICAS

SENOS Y COSENOS:

Potencia par del seno e impar del coseno:
Ejemplo:

Isenzxcoss XdX = Se descompone la potencia impar del coseno:

jsenzxcos2 X COS XdX =

se toma al cosx dx como una “semilla” diferencial del seno yaque: dsenx = cosx dx.

Se respeta: senzx y se transforma COSZX en: 1-sen2x

Isenzxcosz xcos xdx = jsenzx(l— sen’x)cos xdx = jsenzxcos xdx —_[sen“xcos xdx

3 5
= qudu —Iu“du 4 U Esensx—lsen53x+c
3 5 3 5
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Potencia impar del seno y par del coseno:
Ejemplo:

Isen3xcosz xadx

Se descompone la potencia impar del seno: jseI’IZXCOSZ xsenxadx

y setoma senxdx como una “semilla” diferencial del coseno yaque: dcosx =-senxdx

Por lo que: u=cosx , du=-senxdx & -du=senxdx

RECOMENDACION:

Serespeta: cos®x y se transforma sen®x en : 1-cos’x ,ya que no se debe repetir la

misma funcidon que es semilla diferencial.
. 2 2 _ 2 2 2 4
S J‘ SeN“XCcos“ xsenxdx = I(l—cos x)cos X senxdx :jcos xsenxdx — I cos” xsenxdx

3 u5

:qu(—du)—ju“(—du)=—u—+—+c=—£cossx+£cossx+c
3 5 3 5
Potencia par del seno y par del coseno:

RECOMENDACION: Deberas siempre emplear las identidades:

Sen’x=;(1—Cos 2x) Coszx=;(1+ Cos 2x)

1 1 1
J-senzx cos?xdx = J-E(l—costj-i(lJrcost)dx:Ej(l—costj(l+cost)dx=
1[(1 22x)dx 1fd- 1f 20y dx =~ 1f1(1+ 2w)d
=3 cos*2x)dx = | dx— | cos"2xdx =x—2 | 5 cos2v)dv

11, 1 1J- J 111 .
—41 16 1 16 2 cCosw W——4l 16U BZSE‘RW c
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L 12' L 2v+ L 12' L 2(2x) + Lot 2 4x +
—41 16 X 3256“?1 v C_-‘-l-l 16 X SZSE‘TI X C_-ﬂ_-l 81 325'9?’1 X+ rc
L2 4x +
—81 325‘6‘?'1 X—cC
Comprobacién:
d(l_ 1 4_) 1 1 Ay 1 1 . 1 1[ 2(20)]
ix 81 3238?11 =3 326031 =3 BCOS 1—8 8COS 2x
L 1[ 22x 22x] L1 22'-i—1 22x 1('1 22x + 22x)
_8 BCOS X — Sen” LX _8 BCOS X BSE'TI 1_8' COS™LX T SEN™ LX
~ (25en22x) = > sen2x = = (sen2x)? = = (2 senx cosx)? = = (4 sen®x cos™)
=3 sen-2x) = 45&'?1 X =3 senix ) = 2\ Senx cosx =3t Sen“ X cos<x

= sen’x cos®x
A) Potencia impar de la tangente y par de la secante:
Ejemplo:
I tan® xsec” xdx

Se descompone la potencia par de la secante dejando sec’x dx como “semilla” diferencial :

I tan® xsec” xsec? xdx

Se descompone la otra sec?x en : 1+tan®x y se deja sin cambio la tan3x siguiendo la
recomendacion anterior.

:ItanS x(1+ tan? x)sec? xdx = jtane’ xsec? xdx Jr.[tan5 xsec? xdx

u=tan x du=sec?x dx

4 6
='fu3du +fu5du WY Etan4 X+Etan6 X+C
4 6 4 6
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B) Potencia par de latangente e impar de la secante:
No puede resolverse por éste método.

C) Potencia par de latangente y par de la secante:

Se procede igual que que en A)
sen®xdx

Ejemplo: Resolver la siguiente integral I c0s® x

J~sen2xdx _J- sen’xdx

. S = jtanz xsec? xdx = J'tanzxsec2 xsec? xdx
cos® x cos? xcos* x

—

u=tanx
du = sec? xdx

_[tanz x(L+ tan? x)sec? xdx = _[tanz xsec? xdx Jr_[tan4 xsec? xdx

3 5

2
sen” xdx u u
jizjuzdu+_[u4du :—+—+C=Etan3x+étan5x+c

3 5 3 5

cos® x
D) Potencias impares de ambas funciones:

Se descomponen ambas funciones en par- impar dejando como “semilla” diferencial:
Sec x tan x dx

yaque: d secx =sec x tan x dx por lo que se respetara la funcion : sec " x , y solo se

transformara tan™u empleando : tan®u = sec?u -1
Ejemplo:
J'tan3 xsec® xdx = J‘tan2 xsec? xsec x tan xdx = J'(sec2 X —1)sec? xsec x tan xdx =

1 1
'[sec“ X Sec X tan xdx — jsec2 XSec X tan xdx = jv“dv — jvzdv = gsec5 X — gsec3 X+C

2
.[tansxseC‘" xdx = jtan“x sec” xsec x tan xdx = j(tanz x) sec? xsec x tan xdx

2
= j(sec2 x —1) sec? sec x tan xdx = I (sec* x — 2sec? x+1)sec? xsec x tan xdx
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= Isecsxsec X tan xdx — J' 2sec’sec x tan xdx + Iseczxsec X tan xdx
f_)%

U = Secx
du = secxtan x

q u’ us uf 1 2z 1
= [ufdu—2 [u*du+ [uldu= -2+ +c= ;sec?x—g.5'965x+gser:3x+ €

Actividad |: Resuelve las siguientes integrales de potencias trigonométricas y de

Productos de potencias trigonométricas.

1) Isen“dx = 6) J.tans xdx = 11) Isenzx cos® x dx = 16) f\ tg°4x sec” 4xdx

2) ['sen®dx = 7) [tan* 3xdx = 12) _[sen3x cos* x dx 17) Isen3x cos’ xdx =
3) [cos* 3xdx = 8) _[ ctg *xdx = 13) _[ sen®2xcos’ 2xdx = | 18) Itan3x sec* xdx =
4) [ cos® 2xdx = 9) [ctg*xdx = 14) j tan® xsec’ xdx = | 19) j tan®xsec® xdx =
5) [ tan® xdx = 10) fotg *xdx = 15) J'tan3 xsec® xdx= | 20) J' sen®xcos® xdx =
Actividad II: Resuelve las siguientes integrales aprovechando todo lo practicado

anteriormente.

1) cosP4xsendxdx |5 [sen3xcosSxdx |9 [ cscixdx

2 [ sen®xcos®xdx 6 | cosdx cos3xdx | 10 [ tgSxsecixdx
3 [ cos*xdx 7 [ctglxdx 11 | tglxsecSxdx
4 [ sen®3xcos?3xdx |8 [ secixdx 12 | tg¥xsecxdx
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[/ Inténtalo !

Actividad complementaria |l Resuelve las siguientes integrales de potencias
trigonomeétricas y de productos de potencias trigonomeétricas.

1 [sen*xdx 2 [sen? 3x cos* 3x dx 3 [cos®xdx
4 [sen*2xdx 5 [sen 3xcosSxdx tan+/3x sec” 3
6 f — ax
W ax
ax & 4 cos?=
7 [cot*Zdx 8 [ cot® 2xcsc*2xdx 9 j Sdx
2 send®
5
10 [Vtan34x sec*4xdx 11 [ sec®xdx 12 J‘cass'xsinzxdx
. Vsind (2x i3 F cos3E
13 J-cos‘ (3x)sin® (3x)dx | 14 J-#dx 15 J st oS arix
sec(2x)
.3 .7
16 fsm 6xcos6xdx 17 J sin’xdx
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INTEGRACION POR PARTES
Descripcién del método

Hay un gran numero de integrales no inmediatas que presentan productos de
funciones de distintas clases, por ejemplo:

J')Genxdx : J'xexdx ; j‘arctan\/xdix

Estas integrales pueden resolverse por el método llamado integracion por partes que
se describe a continuacion:

De la formula diferencial:  d (uv) = udv + vdu

Se tiene que: udv =d (uv) - vdu

Integrando en ambos miembros:judv: uv—_[vdu : Formula para integrar por partes

Esta formula o método se aplica cuando se quiere integrar un producto Iudv, cuyos
factores “u” y “dv” son las partes de la integral, en donde “dv” debe ser integrable y
siempre incluye a la “dx”. La integral que se obtiene Ivdu en el segundo miembro de la

férmula, debe ser mas sencilla que la original, o bien un mdltiplo de ella.

Pasos para integrar por partes

1°.- Seleccionar y designar las partes de la integral como (u y dv). No hay una regla
sobre como tomar las partes, sin embargo, se recomienda tomar como “u” a la parte
mas sencilla y a “dv” la parte restante del integrando, que por lo general es la de

aspecto mas complicado.
2°.- Calcular “du “ (diferenciando u) y “v“(integrando dv).

3°.- Sustituir los valores seleccionados y calculados en la formula fudv= uv—Ivdu y

desarrollar todo simplificando hasta obtener una integral inmediata y facil de resolver.
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Ejemplo 1
jxsenxdx
du
Sea u=x ; —=1 du =dx
dx
dv = senxdx ;vzjdv:jsenxdx .V =—CO0SX

[ xsenxdx = x(~cos x)— [ (~ cos x)ix = —xcos x + [ cos xdx = —X COSX +senx +¢

Realicemos el mismo ejercicio pero tomando al contrario las partes

du
u=senx : —=COSX du = cos xdx

dv =xdx : v= jdV:I)dX V=

2

NG X
Ixsenxdx =senx| — |— j ~c0os xdx
2 2

Se complicé laintegral. Lo anterior significa que es muy importante la manera en que
son designadas las partes de laintegral.

Existen integrales en las que el proceso de integracién por partes debe aplicarse mas
de unavez hasta que la segunda integral resultante de cada proceso sea inmediata.

2
Ejemplo 2 : .[X senxax

Selecciéon : u=x2 Calculo : du = 2x dx

dv = senx dx V= - COS X
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&

s

Ixzsenxdx =—x’cosx —I—COSX[EXdX):—Xj cosx + EIxcosxdx

u==x
dv =cosxdx
du = d=
v = SENX

=—x%cos X + lesenx — I senxde: —X2 oS X + 2xsenx —2 I senxdx =

— X% 008 X + 2Xsenx — 2(— 00s X)=— x? COS X + 2XSenX + 2C0S X +C

Se
vuel
ve a
inte
grar
por
part
es

Ef
@

Existen integrales en las que después de aplicar la integracién por partes vuelve a
aparecer la misma integral original pero con signo diferente por lo que debera tomarse
como incégnita de una ecuacién y por lo tanto debera despejarse al primer miembro

para finalmente obtener su valor .

Ejemplo 3

_[sec3 xdx:.[secxsec2 x dx
u=secx dv=sec’xdx du=secxtgxdx v=tgx

:secxtanx—jtan Xsec x tan xdx:secxtanx—J.tan2 X sec xdx
=secxtan x—j(sec2 X —1)secxdx

=secxtanx—J‘sec3 xdx+Jsecxdx

= jsec3xdx = secxtanx—.[sec3 xdx+jsecxdx
:jsec3xdx+jsec3 xdx = sec xtan x+ Lnisec X + tan

= stec3xdx =secxtan x + Lnsec x +tan x|

secxtanx + Ln\sec X + tan x\
+C

:IseCSde= >
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Actividad Il: Resolver las siguientes integrales por Integracién por partes

1)Ixcos xdx = 4)jx3e2"dx = 7)jxe"dx = 10)J‘ x3%e* dx = 13)Iexsenxdx =
2)Ix25enxdx = 5) Ixe dx = s)jln Xdx = 11).[arctg 3xdx = 14)fx2e‘3xdx =
3) Ixzexdx = 6) Ixe‘xdx = 9)len xdx= 12)[arcsen 2xdx= 15 |nXX2dX _

INTEGRACION POR SUSTITUCION TRIGONOMETRICA.

Se aplica a integrales de funciones racionales donde aparezca una diferencia 6 suma
de cuadrados lo que permite relacionarse con el Teorema de Pitagoras y por lo tanto
se puede estructurar un triangulo rectangulo donde la expresidn original define alguna
funcién trigonométrica de uno de sus angulos agudos.

Descripcién del método

1° Debes considerar que por el Teorema de Pitagoras, la hipotenusa y cualquiera de los
catetos se obtienen de la siguiente manera:

Hipotenusa : - cateto,” + cateto,’

Cateto : \/hip? —cateto?

ya que el teorema tiene la siguiente representacion geométrica y matematica:

hipotenusa
caterog Teorema de Pitagoras

. 2 2
hipotenusa = catetof + caterof

cateto ;
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WILFRIDO MASSIEU
5
3

2° Las funciones angulares mas sencillas que se pueden definir en el triAngulo establecido
son: seno-tangente-secante

3° La condicién bésica al establecer éstas funciones es que la variable esté siempre en el
numerador de la fraccion obtenida como funcion.

Ejemplos:

')Ixzdif

., 2 , . . ,
En la expresiéon : X° -4 | laraiz del minuendo es la hipotenusa : x vy la raiz del
sustraendo es uno de los catetos : 2 . En el siguiente triangulo rectangulo
ubicaremos éstos elementos y definiremos la funcidén correspondiente.

En este arreglo la funcion mas En éste arreglo la funcidn
sencilla que puede definirse mas sencilla es : sec u la
donde la variabhle esté en el cual esta considerada y
numerador es : csC U pero ésta ademas la variahle esta

no esta considerada en el numerador

2
El arreglo del segundo triangulo es el correcto por lo que lo completaremos el

triangulo colocando el otro cateto que es :

X

SECU = —

2

=
2
X" -4 X=2secu
u
2

dx=2secutgudu

Sustituyendo x y su diferencial en la integral original tenemos:
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d 2 tgud 2 tgudu 1 tgudu 1 d
.[ X J- secutgu u:J- secutgudu J~sec1tjggu uzzjsecu u

x?—4 7 4sec’u-4 4sec’u-1) 2 2u tgu
1
Como: secu=_ 1+ y tgu=""" entonces S€U _cosu_ 1 _ ...,
cosu cosu tgu Senu senu
cosu

dx 1 1
J'm = E.[cscudu = In/cscu —ctg u|+c

Finalmente debera regresarse a la variable original x por lo que debera calcularse en el
triangulo: cscu y ctgu

X 2
csCU=—— ctgu=————
x/X2—4 x/X2—4
dx 1 X 2 ‘ 1 X—2
I 5 =" — ="In-——=_|+c
X—4 2 |x2—a -4 2 | [x-a

- IdX:
X+/9 + 4x?

La expresion: /9 +4x? es la hipotenusa vy la raiz de los sumandos son los catetos: 3 & 2x . En el
siguiente triangulo rectangulo ubicaremos éstos elementos y definiremos la funcién correspondiente

La funcion mas sencilla a definir es tg u

2 t 2x t
4 anuu = — X=—Tannunu
3 2

dx = %snal:2 u du

Profr. Luis Alfonso Rondero Garcia Pagina 17



INSTITUTO POLITECNICO NACIONAL
CECYT “WILFRIDO MASSIEU”
Unidades de Aprendizaje del Area Bésica

Sustituyendo “x” y su “dx” en la integral original tenemos:

3 capn?
[ dx _J- ,oect du _,[ sec’udu _J» sec’udu
2 2 2
x:/9 + 4x? 3ianu 944 2tan?y tanu-/9+9tan?u * tanu./9(L+ tan?u)
2 \ 4
1
1J- sec’udu J-secudu 1 COSU g, _1p 1 Iu—lj.cscudu
tanu-/sec’ u tanu senu 37 senu 3
cosu

1
= gIn\cscu - ctgu|+ ¢

Finalmente debera regresarse a la variable original “x” por lo que debera calcularse en
el triangulo: cscu y ctgu

/ 2 3
cscu = N9+ 4xT ctgu=—
2X 2X

dx 1, \9+4x*> 3 1, W9+4x* -3
j'i:flni—— c=—In————+cC
X9 + 4x2 3 2X 2X 3 2X
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En la expresion : /25— x> :la raiz del minuendo 25 es la hipotenusa 5 vy la raiz del sustraendo x*
es el cateto: x . En el siguiente triangulo rectangulo ubicaremos éstos elementos y definiremos la
funcidn correspondiente

La funcidn mas sencilla a definir es sen u

X
senu= = ¥=5senu dx =5cosudun

u )

25-x'
Sustituyendo x y su diferencial en la integral original tenemos:

5cosudu _25J» cosudu —25[ cosudu

=5 —
J /25 x? '[\/25—255en2u ./25(1—sen?u)

Finalmente debera regresarse a la variable original x por lo que debera calcularse en el

—5jdu =bu+c
5\cos u

triangulo: U

o ; o, X
En el triangulo observamos que: U es el angulo cuya funcién seno vale —

X
lo cual se escribe matematicamente : arcseng

J-5dx
x/25—X2

Estos tres problemas tipo permitiran que resuelvas los problemas

X
=5 arcsen§+ C

propuestos en la siguiente actividad.
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Actividad Ill: Resuelve las siguientes integrales por Sustitucién
trigonométrica.

5xdx x2dx 5dx
1) [ - 2 - 3) [ ==
‘[x/x2 -9 J.xz +16 J‘\/25—x2
x2dx X dx
= 5) = 6)
J.\/9—X2 ‘[ J.X —1
dx 1—x? dx 14— x?
7)) | = = A _ A _
) jXZ\/XZ _9 8) j x = 9) J. —dx=

o [ KO zdx 11)_[ xfdx 12) .fzdixz

/g X2 x +4) X*/9-x*

Jx2—16 Cdx 15 [ -
13) [ dx= W[ oe RFws
16) J‘\/W 7)J.X2\/m ) .[4x2+9
19) [ /X +4 dx = 20) [x*/4-x*dx= 21) [ X
x? +1

Actividad Complementaria lll (mayor grado de dificultad)

dx 1 1
= 2, [———d= 3. d
b ng 4- 5 ‘[(22_234'5:'2 ‘I‘«,;ll—:ﬁ:2 i
4. r 25; x dx S .li Ja +ddx 6. J‘1 +xx4 dx
- [ 1
. o
ng—l *
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INTEGRACION POR DESCOMPOSICION EN FRACCIONES
PARCIALES.

Descripcion del método

Se llama funcién racional a una expresion del tipo:

f(X)ZM ; x® +3x
h(x) x*—2x-3

Cuyo numerador y denominador son polinomios.

Si el grado del numerador es igual o superior al del denominador se tiene una fraccion
impropia por lo que el cociente resulta ser un entero mas un residuo. Este cociente se
obtiene por medio de la division. Asi :

X3 +3x 10X +6
7 a0 o KXTét o/
X°—2Xx-3 X° —2X—-3

Una fraccion cuyo numerador es de grado inferior al denominador puede
transformarse en una suma de fracciones parciales, cuyos denominadores sean
factores del primitivo denominador. Asi tenemos que:

10x + 6 10x+6 9 1
3 = = —+
x2—2x-3 (x-3)x+1) x-3 x+1

Muchas veces esas fracciones pueden hallarse por tanteos.

La descomposicién en fracciones parciales presenta 4 casos diferentes los cuales se
muestran a continuacion:

Caso |.- Los factores en que se pueden descomponer el denominador son todos de
primer grado y ninguno se repite.

X' +2X+6

P | 2x

Dividiendo el numerador por el numerador por el denominador, obtenemos
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X' +2x+6 3X°+6 3X* +6
o o Xl o =x-1

X+ X2 —2x X* +x% - 2x X(x —1)x +2)
Supongamos

3x*+6 A B N C
X+ 2

x(x —1)x +2) x T x-1

Los 2 miembros de esta ecuacion son simplemente maneras distintas de escribir la misma
funcion. Por consiguiente, si quitamos denominadores, los 2 miembros de la ecuacién
resultante.

3x* + 6 = A(x = 1)(x + 2) + B(x)x + 2) + C(x)}x — 1)
3X° +6 = A(x2 +x—2)+ Bx® + 2Bx + Cx® — Cx

3x* +6 = AX® + AX — 2A + BX® + 2Bx + Cx* — Cx
Factorizando:

3 +6=(A+B+C)X* +(A+2B-C)x—2A

De esta identidad tenemos

A+B+C=3 I
A+2B-C=0 Il
—-2A=6 1l

Resolviendo el sistema de ecuaciones, obtenemos A=-3,B=3,C=3

Reciprocamente, si A, By C tienen esos valores, se satisfacen idénticamente las ecuaciones
anteriores. Por consiguiente:

4
J-X3+22X+6dX:J- X—l—§+ 3 N 3
X +X° —2X X X-1 x+2

dx dx dx
:J'xdx—jd><—3j?+3j'x_l+3j'x+2
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2 2

:XZ—x—3lnx+3In(x—1)+3|n(x+2)+C:X2—x+3|n(x_1XX+2)+C

X

Caso ll.- Los factores en que se puede descomponer el denominador son todos de
primer grado, pero algunos estan repetidos.

8x° +7
(x + 1)}2x + 1)°

Ejemplo |

Supongamos que:

8x3 +7 A B C D

= + + +
x+D2x+1° x+1 (2x+1° (@x+1% (x+1)

Correspondiendo al factor repetido (2x+1)°, introducimos entonces fracciones con (2X + 1)3

y todas las potencias inferiores como denominadores. Desarrollando y resolviendo en igual
forma que en el caso | obtenemos:

A=1B=12,C=6,D=0

De aqui obtenemos

8x* +7 1 12 6
J(x+1)(2x+1)3dx :I{x+1+(2x+1)3 _(2x+1)2}dx

3 3

C
(2x + 1) Toxa1”

:In\x+1\—

Caso lll.- El denominador contiene factores de segundo grado, pero ninguno
repetido.

4% +x+1
Ejemplo: | ————dx

-[ x® -1

Los factores del denominador son (X - 1) y (X2 + X+ 1)
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Supongamos

A +x+1 A . Bx+C
x:—1 X—1 X +x+1

Empleamos pues, con el denominador cuadratico x*+x+1, un numerador que no es una
sola constante, sino una funcién lineal Bx+C. Haciendo desaparecer las fracciones y
resolviendo para A, By C obtenemos:

A=2,B=2y C=1

Por consiguiente

4x? +x+1 2x+1
I _I(x 1 X +x+1jd><

=2In\x—]4+|n‘x2+x+]4+c

Caso IV.- El denominador contiene factores de segundo grado repetidos.

2 . .
Por cada factor de la forma (ax2 + bx + C) que resulte de la factorizacion de g(x) le

corresponde una suma de “n” fracciones de la forma:

AX + B Cx+D L Lx + M )
- (ax2+bx+c)

(ax2+bx+c)n +(ax2+bx+c)

De haber factores lineales repetidos o no, se resuelven estos como el caso Il y Il.

Ejemplo: 8x° + 13x

I1x2+2’2 *x
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Solucion : Incluimos una fraccion simplepor cada potenciade (x2 + 2)y expresamos

3

8x +13x_ AX + B Cx +D

(x2+2)2 _(x2+2)2+X2+2

8x3+13x=Ax+B+(Cx+D)(x2+2)
= AX + B + Cx> + 2Cx + Dx? + 2D
=Cx% + Dx? + (A + 2C)x + (B + 2D)

C=8 A+2C =13 B+2D=0
D=0 A+2(8)=13 B+2(0)=0
A+2C =13 A=13-16 B=0
B+2D =0 A=-3

8x3+13x - 3x 8x

(x _,_2)2 (x + 2) x2+2

— 3X 8x
I 2 2t 3 dx =
X +2) X +2

8Xx X
_3(__ "~
J.x2+2 I(x2+2)2
=4|nX2+2 _§M
2 -1
2 -1
=4Inx* + 2 —Eum
2 -1
2 -1
= 4Inx* + 2 —Eum
2 -1
2 -1
=4Inx* + 2 —Euﬂ;
2 -1
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2 -1
3(x +2) v

=4In‘x2 +2‘—
2 -1
8x> + 13 3
I(::Z:Z)ZX dx:4ln‘x2 +:I4+2(X2+2)+c

EJEMPLOS CASO I Factores lineales no repetidos

3x-2
1)-[ X3 —x% —2x dx

Paso 1.- Factorizar el denominador:
x* = x? = 2x = X[x* = x = 2) = x(x — 2)(x + 1)

Paso 2.- A cada factor lineal ax + b que esté una sola vez en el denominador de una fraccién

donde A es una

racional propia, le corresponde una sola fraccién simple de la forma
ax +

constante cuyo valor habra que calcularse.
En este ejemplo, descompondremos la fraccién original en tres fracciones cuyos numeradores
serdn A, B y C. Observemos que el grado del denominador es tres y es el mismo niimero de

constantes por determinar.

dx = =
x3 - x? - 2x x3—x?—2x  x(x-2)x+1)

I 3x — 2 3x%2 -2 3x -2
3

-2 _A_ B _ C
x(x—2)x+1) x (x-2) (x+1)

33X -2 AKX =2)(x + 1) + Bx(x + 1) + Cx(x = 2)
x(x —2)x +1) X(x = 2)(x + 1)

AX—2=AX-2)X+ 1D +Bx(x+1 + Cx(x —2)
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Para calcular el valor de las constantes A, B y C, obtenemos las raices de x(x — 2)(x + 1)

que son:
XX =2)x+1D=0

x=0
x-2=0
X =2
Xx+1=0
X =-1

Evaluando las raices
AX—2=AX=-2)X+ 1) +Bx(x +1) + Cx(x — 2)
para X =0

— 2 = A(=2)(D) + B(0) + C(0)
—2=-2A
A=1

para X = 2

4 = A(0)(3) + B(6) + C(0)
4 = 6B

B=2
3

para X = 1

—5 = A(0) + B(0) + C(3)
-5=13C
5

c=-2
3

Sustituimos los valores obtenidos de A, By C, en

2 -5

3x -2 _1+ 3 , 3
x(x —2)x+1) x x-2 x+1
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Integramos

3x -2 ax 2, ox 5, dx
Ve dx=[2—+ = S
Ix3—x2—2x * J‘X 3IX—2 3IX+1

—infx oIz ]2 In et [+

por la propiedad de los logaritmos queda:

2
X=2 Injx(x - 2)53

x® —x* —2x st e
In(x + 1)

3x-1
2) sz—x—b‘

Paso 1.- Factorizamos el denominador:
x? —x —6=(x —3)x +2)
Paso 2.-Descomponemos la fraccion original en dos fracciones parciales:

3x-1 _ A N B
x2-x-6 (xX=-3) (x+2)

Paso 3.- Multiplicamos en cruz empleando el algoritmo para la suma de fracciones con
distinto denominador:

X—-1 =AKX+2)+B(x-3)
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Paso 4.- Sustituimos valores

-3= XxX+2=0
X =3 X =-2
para X =3

3(3)-1= A(3+2) + B(3-3) =5A
8=5A
8

A="
5

para x = -2
3(-2)-1=A(-2+2)+B(-2-3)=-5B

87

3x-1 _ 5 -
x> =x—-6 (x=3) (x+2)

Paso 5.-Calculamos la Integral

3x-1 7 dx
[ & I =
X" —X—6 G (x 3) 5°(x+2)
3x—-1 8 7
— X ==InX=-3)+-Inx+2)+cC
[ =M x=3)+ In(x+2)
— 7
jfxildxﬂn +1In(x +2)5| + ¢
X" =—X-—06
5x + 3
3) |

x® —2x* — 3x
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x3 - 2x? - 3x =x(x2—2x—3)=x(x—3)(x+l)

5x +3 A B C
3 2 =" +
x> —2x“-3x X (xX-=-3) (x+1)

55X +3=AX-=-3) X +1) +Bx(x + 1) + Cx(x — 3)

para x =0

5(0)+3=A(0-3)(0+1) + B(0)(0+1) +C(0)(0-73)
3=-3A
A=-1
para x =3
53)+3=AB-3)(3+1D) +B(3)(3+1)+C(3)(3-3)
18=12B
p_12_2

18 3
parax =-1
5-1)+3=A(-1-3)(-1+1)+B(-)(-1+1) + C(-1)(-1-3)
—-2=4C

3
2

( 1)
2 3 1
dx + ~—Z dx=-In|x|+ =Inlx =3|- =Inlx + 1 +cC
(x—3) (x+1) H 2 ‘ ‘ 2 ‘ ]4
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EJEMPLOS: CASO II: Factores lineales repetidos

3X+5
1. dx
Ix3—x2—x+1

Paso 1.- Factorizando el denominador

(x3—x2—x+1)=(x+1)(x—1)2

33X +5 _ A N B N C
xXox?ox+1 (x+1) (x-1 (x-2

Como estd repetido el factor (x-1), el minimo comiin denominador es : (x+1)(x-1)

3x+5=A(Kx-1?+B(x+1)+C(x -1)(x +1)
A(x2—2x+1)+Bx+B+C(x2—1)
Ax? —2AX + A+Bx +B+Cx? - C

(A+C)x?> +(-2A+B)x + (A +B-C)

2A+C=0)=2A+2C=0 B+2C =3 -2A+B =3 A+C=0
-2A+B=3 B-2C=5 —2A+4=3 1o
B+2C=3 2B =38 -2A=3-4 =
A+C=0.-A-C=0 B2 -2A=-1 c-—-1
2 1 5
A+B-C=5 A=
B-2C=5
1 1
j' . 3X2+5 d =I 2 + 4 _— 2 dX=1|n‘X+1J—1|I’I‘X—1J+ 4 ‘e
X X" =x+1 (x+1) x-2 (x-12) 2 2 X —
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Actividad IV : Resuelve las siguientes integrales por descomposicién en fracciones
parciales : Caso |y Cas

dx xdx %2 +3x_4 (x +1)dx
1) | —— 2 S A TOATR 4|\
)sz—l ) J.x2—3x—4 3)-|.x2—2x—8dx )IX3+X2—6X
(5x + 4)dx (5x2 —10x+8) (3x +5)dx (GXZ —8x +3)dx
5) [ X+ 40X ©x*—10x+8), 7y [ AT
)Ix2—2x—8 ®) -[ x® —4x X )J-XS—XZ—XJFl 8)’[ (1—x)3

4%* +38x+79
9| ——5 10) | ———
I(X—Z)2 ) '[(x+3)2(x+5)

eyl
LN
1774 A
17 .-nﬂill,‘\'
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% http://www.vitutor.com

% http://www.vadenumeros.es

& http://www.vadenumeros.es/index.htm

% http://www.acienciasgalilei.com
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