INSTITUTO POLITECNICO NACIONAL
CENTRO DE ESTUDIOS CIENTIFICOS Y TECNOLOGICOS NO. 11
“WILFRIDO MASSIEU”
ACADEMIA DE MATEMATICAS

UNIDAD DE APRENDIZAJE DE ALGEBRA

UNIDAD |. NUMEROS REALES.

COMPETENCIA PARTICULAR DE LA UNIDAD:

Emplea las operaciones aritméticas y sus propiedades, en los diferentes conjuntos de nimeros, para la solucion
de problemas relacionados con su entorno académico, personal y social.

RAP 1.

Relaciona los diferentes conjuntos de ndmeros que den origen a los nimeros reales y su implicaciéon con la
evolucién humana.

NUMEROS

Tipos de numeros que se utilizan

NUmeros complejos

l

l Numeros reales

l

Numeros racionales NUmeros irracionales

Enteros

l

Enteros negativos 0 Enteros positivos

Todo numero real se puede expresar en forma decimal, las representaciones decimales para los ndmeros
racionales pueden ser terminantes o no terminantes y repetitivas. Por ejemplo, se puede demostrar, con el

proceso aritmético de la division larga, que Z: 1.25 y 157—7 =3.2181818

. L 177 . . - —
Donde los digitos 1 y 8 en la representacion de ?se repiten indefinidamente (lo cual, a veces, se indica con

3.21818...). Las representaciones decimales de los numeros irracionales son siempre no terminantes. Los
nuameros reales son cerrados respecto a la operacién de adicién, que se indica con +; esto es a, b de

ndmeros reales, corresponde exactamente a un numero real, a+b llamada suma de a y b. Los nameros reales

Unidad de Aprendizaje de Algebra Guia de Estudios Pagina 1



son también cerrados respecto a la operacion de multiplicacidon, que indican con * o bien x; esto es a cada
par; a*b que también se representa mediante ab o bien axb que se llama producto de a 'y b.

Una variable es un simbolo, usualmente una letra, que representa cualquier nimero de un conjunto
especifico de nimeros.

Ejemplo

Como describiria los nimero enteros que figuran en las sucesiones siguientes {los enteros forman el conjunto
gue contienen los niimeros cavales (no fraccionarios) positivos y negativos, y al cero}

a) ....-15,-10,-5,0, 5,10, 15, 20,.....

b) ....-7,-2,3,8,13,18, 23,.....

Soluciones

Cada entero es un multiplo de 5. Si n representa un entero, entonces en lenguaje algebraico, cada entero de la
sucesion es de la forma 5 veces n, 6sea, 5n.

En este caso n se llama variable. Si n se reemplaza por un entero cualquiera, 5 representa un elemento de la
sucesién. Si n es 11 entonces 5 n se transforma en 5 veces 11, o sea 55, en consecuencia, es un elemento de
la sucesion. Nétese que si no hay signo de operacion entre un nimero y una variable, entonces la operacion
implicada, es la multiplicaciéon, como 5 n. Pero si la variable se sustituye por un niimero en especifico, entonces
para mayor claridad, la multiplicacion se indica por medio de un paréntesis 0 como un punto, como en 5 (11) o
bien 5*11.

Ejemplo

Si la empresa de automoviles ACME cobra $16.95 por dia mas 0.17 centavos por km por arrendar un automavil,
cuanto costaria alquilarlo por un dia? De que depende el precio?

Solucién

El costo depende del nimero de km recorridos, que es la variable en este problema. Por ejemplo, si recorremos
100 km, entonces el costo de 16.95+0.17 (100)=16.95+17=%$33.95. Si denotamos por metro el numero de km
recorridos, entonces el costo es 16.95+0.17m.

Ejemplo

La tasa de interés tipica de una tarjeta de crédito es de 1.5% mensual por los primero $400 y 1%, mensual por
la cantidad excedente de $400. Supongamos que solamente compramos un equipo estero. Cuanto interés
pagariamos por el primer mes, durante el cual se ha incurrido con cargos de interés?

Solucién.

En este caso, la cantidad de interés depende del precio del estero (recuérdese que el 1.5% =0.015)

Si el estero cuesta $295.98 entonces el interés es de 0.015 ($295.98=4.44)

Si el estéreo cuesta $695, el interés 0.15 (400)+0.01 ($295=$6+$2.95)= $8.95

En general si denotamos el precio del estéreo por S, entonces la cantidad de interés que pagariamos es:
0.015 S, si Ses < a 400 (S es menor que o igual a 400)

0.015(400)+0.01(S-400), si S >400 (es mayor que 400)

RAP 2.
Realiza operaciones fundamentales con niumeros reales que se relacionan con situaciones de su entorno.

Si p y g son ndmeros positivos, entonces .jp = q significa q° = p(,/p) se lee “la raiz cuadrada de p”
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Si un nimero a esta a la izquierda de un nimero b en la recta numérica, entonces a es menor que b, y
escribimos a<b. Andlogamente si un nimero b esta en la derecha del nUmero a entonces b es mayor que a, y

escribimos b>a.

MENOR MAYOR
- I I I L,
I I I I I
ADICION PROPIEDAD MULTIPLICACION
A +b=b +a Conmutativa Ab=ba
(a+b)+c= a+(b+c) Asociativa (ab)c=a(bc)
A+0=a Elemento idéntico A*1=1
A+(-a)=0 Elemento inverso A*l/a=l,a # 0
Si atb=c, entonces Multiplicacién por cero A*0=0
Siab=cy
o A,b # 0, entonces
A=c-by Operacion inversa c c
A=D
B=c-a Factor cero Si ab=0, entonces a=0 o0 b=0

PROPIEDADES DE ADICION Y MULTIPLICACION DE LOS NUMERO REALES

Donde las fracciones tienen el mismo denominador,

a b a+-b
+ =

C C

,donde c#0

Donde las fracciones tienen denominadores diferentes

a c ak bl  ak +-bl
+ = =

b d D D D

Donde D=es igual a bk=dl # 0 que es multiplo comin de by d

Ejemplo

Realizar las siguientes operaciones y expresar las respuestas en términos mas simples.

3 2
a) —-——

7 7
b) §+E

9 3

3 1
c) —+=

4 6
a 14511

5 2 6

Soluciones

3 2 3-2 1
a) —— = =

7 7 7 7
o 3,2.3,20)_3+6_9_

9 3 9 303 9

Unidad de Aprendizaje de Algebra

Propiedad fundamental de las fracciones.

Nétese que 9 es el minimo comin denominador.
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¢) Minimo coman denominador
3 1 9 4 2 1

4 6 12 12 12
El minimo comin denominador es 12; 12 es el minimo comn mdltiplo de 4 y 6.
3 1 3*6 14 22 11

4 6 4*6 6*4 24 12
Cualquier multiplo comun servira. El producto de los denominadores es multiplo de cada denominador.

Podriamos haber usado 30,60, etc. Como denominadores, pero usualmente requerir4 de una simplificacion en
la respuesta.

d)
3 1 1 30 18 15 5
+ - =+
5 2 6 30 30 30 30
0 es el minimo comun denominador. Todas las fracciones estan redefinidas para tener 30 como denominador.

 30+18-15-5
30

= % = % Simplemente la respuesta a los términos mas simple.
Ejemplo

Efectuar las siguientes operaciones. Expresar las respuestas en los términos mas simples.

3 12
a. 2.2 b. 2+2(1-2 c. 4.5
10 5 3 5 3
10

Soluciones.

Nota: para evitar equivocaciones, conviene multiplicar y dividir antes de sumar o restar. Para delimitar el orden
de las operaciones, se utilizan paréntesis

.4, 3.5 Dividase antes de sumar
0 5 10 24
15 1 . vpr .« s
== 41="41 Simplifiquese la fraccion
240 16
_1,16 Transformese el 1
16 16
i Slmese
16

i6 2/(1-3 inlicacion2/(1-3 i 2/(1-3
En la expresion 2+A(1 A),Iamumphcamoné(l é), debe hacerse primero. Pero 2+A(1 A) puede

hacerse de 2 maneras. Ya sea distribuyendo la multiplicacion en la resta o combinando los niumeros dentro del
paréntesis y luego multiplicar.

242 1_3j=2+2_2 3] 6 - +2(2j
3l s 3 35 35
_p42.2 _o+ 2
3 5 15
30 10 6 _30_ 4
T15715 15 15 15
_34 _34
15 15
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W[Hz]s
%0 4 5 10
(15+48) 3

_( 20 j'lo

633

=210

63,3

20 10

2

2
Podriamos también simplificar primero el numerador:

Gp+a2) %) 63 3 63,10 21
3 3 )

o |T
I
o
|
Ko

40 40 20 10 20 3 2

Una razén de nimero b a un ndmero c(c # 0) es el coeficiente —
c

REGLAS PARA EL ORDEN DE OPERACIONES

1. En una expresion con varias operaciones y paréntesis:

2. Simplifique primero cualquier expresion dentro de un simbolo de inclusién (paréntesis redondos, corchetes,
llaves, barras de fraccion, etc.) trabajando siempre a partir de los dos simbolos de inclusién mas internos.

3. Después multiplique y divida segun se encuentra en orden de izquierda a derecha.

4. Por Ultimo, sume y reste en orden de izquierda a derecha.

n

x? =1 Para todos los nimeros reales, x = 0;x " =1/x" para todos los niumeros reales, y n es cualquier entero

positivo.
Ejemplo
Simplificar las siguientes expresiones.
5 -5
a. (107>)° c. (107°)(10%) e. &6 f. 10—6
10~ 10~
-6
b. (107°)® d. (107310 ")
Soluciones

a)

6
107°)5 = [1]
(10°°) 105

= % O bien 10~
30
Pero 1 =10"%% por lo cual se tiene (107°)°
4030 p ( )
10)8 = (10)(9)®) =10730
b)

-6
10 °) = (15] Podria efectuarse 1/(107°)® primero
10
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= Debe tenerse cuidado con los paréntesis

1
(o)
1030
=10% Por lo tanto 10~%)® =10()(6) =103
c)
=(107°)0%) = i5-106
10
=10
d)
=(107°)107%) = 15 0108
10
=10 Asi =(107°)107°)=107"% =10t
= L O bien 10711
De nuevo se observa que (107°)1078)=10"5(6) =1071?
e)
5
10 T
10~ 10~
=107°*107°
5
Asi is =108 =10!?
10~
)
5
107 1 g8
10% 10°
5
Asi ﬂs =1075"(6) =19
10~

Un nimero esta escrito en notacion cientifica si se expresa en la forma m*10°
Donde c es cualquier entero y m es mayor que o igual a 1 y menor que 10.
Estoes, 1<m<10

Ejemplo

Una computadora puede realizar un calculo aritmético en 2.4x107° segundos. ¢ Cuantos calculos aritméticos
semejantes puede realizar la computadora en:
a) ¢1 minuto? b) ¢24 horas?

Soluciones
60 segundos = 1 minuto. El nmero de calculos resueltos en un minuto es igual:
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1calculo
2.4x107° segundos

X 60 segundos

60  ex10 _ 6x10%°
24x107° 24x107° 24
24 horas = 60x60x24 segundos. El numero de célculos resueltos en 24horas es igual a:
60x60x24  6x6X2.4x10 3

2.4x107°  2.4x107°
Estas respuestas explican por qué las computadoras son tan populares.

= 2.5x1010

=3.6x10%°

NOTACION EXPONENCIAL

Caso general Casos especiales
“(n es cualquier nimero positivo )”

a"=a-a-a..a 1_
“n” factores de a

Exponentes CERO y NEGATIVOS

A continuacién se amplia la definicién de a", a exponentes no positivos.

Definicion a" =a-a-a....a Ejemplo
a’=1 39=1,(42)° =1
_ 1
an:T 5—3=i3,3—5_15
a 5 3
Si “m” y “n” son enteros positivos, entonces
a™a"=a-a-a...-a a-a-a....... -a
N J
N\ J ~
m factores de de a n factores de a

Como el nimero total de factores de “a” en el lado derecho es “m” +”’n”, esta expresion es igual a
aman — am+n

Se puede ampliar esta férmula a m <0 o bien n=0, mediante las definiciones de exponente 0 y negativo. Esto

da como resultado la regla o ley (1), que aparece con la tabla siguiente para desarrollar la ley 2, se puede
escribir, para m y n positivos.

N
‘m/:am.am.am.am.m.am.am

— _
—~—

n factores de a™

Y se cuenta el nimero de veces que aparece a como factor en el lado derecho. Como a™ =a-a-a........ -a

donde a es factor m veces, y como el nUmero de esos grupos de m factores n, el nimero total de factores de a
es m*n.

(am)n — amn
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Se puede demostrar los casos de m <0 o de n=0, con la definicién de exponentes no positivos. Las 3 leyes

restantes pueden demostrarse de una forma semejante, contando los factores. En las leyes 4 & 5 se supone
gue los denominadores no son O.

TEOREMA SOBRE EXPONENTES NEGATIVOS

B oo™

DEMOSTRACION

Con las propiedades de los exponentes negativos y los cocientes, se obtiene

pa_ta"_ 1 b" _b"
b 1m" a™ 1 g"
-n
o) -5e-5-(2)
b a
Ejemplo
Simplificaciéon de expresiones que tienen exponentes negativos
Simplificar
-3
a) 8x3y_5 ﬁ
SOLUCION
3,,-5 3 -5
a) 8x~y _ _8x" y
axly2  ay? x-t
Reordenacion de cocientes para que los exponentes negativos queden en una fraccion
3 .1
= 8)(—2 y—s Teorema sobre exponentes negativos (1)
4y- X
2x*
= Ley uno de los exponentes
y
u? = 2v 3
b) [2] = (2] Teorema sobre exponentes negativos (2)
v u
23y3
= Leyes 4 y 3 de los exponentes
(u)®
8ve
=% Ley dos de los exponentes
u
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Propiedades de Qf (n es un entero positivo)

PROPIEDAD EJEMPLO

n _ .
1) (E/:a, sifa existe s>

S=-8

; x/§2=5,

2) %a=asia=0

U2 =2

32 =-2
n . -

3) "a =a,sia <0y nesimpar -

2(-2)% =2

137 =1-3)=3,

nfa" _ i
4) "a =lal,sia<Oyn es par =2y =1-21-2

Si a >0, entonces la propiedad 4 se reduce a la propiedad 2. Se observan también que, segin la propiedad 4.
Ix? =1

. o 2 ) 2
Para todo nimero real x, en especial, Si X > 0,entonces -/x” = X sin embargo, si< 0,entonces Ix = —x , que

es positivo. Las tres leyes que parecen en la tabla siguiente son validas para enteros positivos m y n , Siempre
y cuando existan las raices indicadas.

LEYES DE LOS EXPONENTES

LEY EJEMPLO

/60 =/25-2 = /25,2 =5./2
3-108 = 3((-27)(4) = 32734 = -33/4

1) Q/% = QEQ/B

2) nF:Q/a 3F:§/§:§/§
b b 8 3 2
5 "a = 364 =%@6a - 828 2

Los radicales en las leyes 1 y 2 incluyen productos y cocientes. Se debe tener cuidado si en el radicando se
tienen sumas o restas. La tabla siguiente presenta dos casos precautorios particulares de igualdades que
ocurren con frecuencia al trabajar con radicales que tienen suma.
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PRECAUCION
S| a=yb=0 EJEMPLO

\Ja? +b% #a+b 32442 = 25 =523+4=7
Ja+b =+/a++b \J4+9 =13 %-/4+./9=5

PROPIEDAD DISTRIBUTIVA

a(lb+c) + ab+ac= Unasuma con dos términos

un producto con
dos factores

Es la propiedad distributiva, el proceso de ir de izquierda a derecha se llama multiplicar y el proceso de ir de
derecha a izquierda se llama factorizar.

Multiplicando

»

a(b‘+ c) = ab:L ac

»
»

<

Factorizando

b+c b+c

—a>
a I T

a(b+c) _ ab + ac
Area del rectangulo | + area del rectangulo 11

Area =

Ejemplo

Escribir cada uno de los siguientes productos como una semana o como una diferencia de términos. Esto es,
realice la operacion indicada.

a) 3(x+2)
b) (2x —1)x
c) 5(a+b+c)
d) —2(1—x)
SOLUCIONES
a)
3(x+2) =3x+3(2).
=3Xx+6
b)
(2x-Dx =x(2x-1)
=x(2x) - x»)
=2x% - x
c)
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5@+b+c)=5{a+b)+c}
=5(a+b)+5c
=5a+5b +5¢

d)
—2(1-x) =-2{1+(—x)}
=(=2)®) +(=2)(-x)
=2+ 2X

Advertencia: téngase precaucion con una cantidad negativa enfrente del paréntesis. Las reglas para
expresiones algebraicas son las mismas que para aquellas expresiones aritméticas. Recuérdese que:
—(a+b)=(-a)+(-b)=-a-b
—(a-b)=—{a+(-b)}=-a+b

Ejemplo

Escribir cada una de las siguientes sumas o diferencias como un producto. Este proceso se llama factorizacion.
a) ba+a

b) 5x+3x

C) 2y+2y+2y+2y
d) 20x?-15x%y

e) 6a’b-3b%+9a%p?
f) 3(@-1)-ba+1l)

SOLUCIONES

a)

5a+a=5a+1*a

=(5B+Da Recuérdese que a=1*a* La propiedad distributiva
= 6a

b)

5x +3x =(5+3)x

= 8x

c)

2y+2y+2y+2y =(2+2+2+2)y
d)

20x? ~15x%y = (5x2)(4)~ (5 )(3x%y)

Factorice cada termino para hallar el factor comidn més grande de cada término
= (5x?)(4-3x3%y)
Utilice la propiedad distributiva para factorizar los factores comunes de cada término.

Unidad de Aprendizaje de Algebra Guia de Estudios Pagina 11




RAP 3.
Emplea los algoritmos de las operaciones aritméticas en solucién de problemas de su ambito personal, social y
global.

EJEMPLO 1.

Un faro se enciende cada 12 segundos, otro cada 18 segundos y un tercero cada minuto. A las 6.30 de la tarde
los tres coinciden.
Averigua las veces que volveran a coincidir en los cinco minutos siguientes.

Solucién
12=2%.3
18 = 2. 3?
60=2?.3.5

m. c. m. (12, 18, 60) =22 - 32 - 5= 180
180: 60 =3

So6lo alas 6.33 h.

EJEMPLO 2.

En una bodega hay 3 toneles de vino, cuyas capacidades son: 250 |, 360 I, y 540 I. Su contenido se quiere
envasar en cierto numero de garrafas iguales. Calcular las capacidades maximas de estas garrafas para que en
ellas se puedan envasar el vino contenido en cada uno de los toneles, y el nUmero de garrafas que se
necesitan.

Solucidn

m. c. d. (250, 360, 540) = 10

Capacidad de las garrafas = 10 I.

NuUmero de garrafas de T; =250/ 10 =25

NuUmero de garrafas de T, =360/ 10 = 36

Numero de garrafas de T; =540/ 10 = 54

Numero de garrafas = 25 + 36 + 54 = 115 garrafas.

EJEMPLO 3.
Para preparar un pastel, se necesita:

1/3 de un paquete de 750 g de azUcar.

3/4 de un paquete de harina de kilo.

3/5 de una barra de mantequilla de 200 g.

Halla, en gramos, las cantidades que se necesitan para preparar el pastel.

Solucién

1 750-250¢

EJEMPLO 4.

Los 2/5 de los ingresos de una comunidad de vecinos se emplean combustible, 1/8 se emplea en electricidad,
1/12 en la recogida de basuras, 1/4 en mantenimiento del edificio y el resto se emplea en limpieza.

¢, Qué fraccion de los ingresos se emplea en limpieza?
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Solucién
2 1 1 1 48+15+10+30 103

stet12t3° 170 =120
103 _120-103 17 _ . .
120~ 120 120 P

De acuerdo con la fraccion de ingresos empleada, ordena las partidas enumeradas de menor a mayor
1 1 17 1 2

12 °8 120 3 °5
EJEMPLO 5.

Una bomba extrae el petréleo de un pozo a 975 m de profundidad y lo eleva a un depésito situado a 48 m de
altura. ¢ Qué nivel supera el petréleo?

48 - (-975) =48 + 975 = 1023 metros
EJEMPLO 6.

En un depdsito hay 800 | de agua. Por la parte superior un tubo vierte en el depésito 25 | por minuto, y por la
parte inferior por otro tubo salen 30 | por minuto. ¢ Cuantos litros de agua habra en el depésito después de 15
minutos de funcionamiento?

800+25-15-(30-15) =

800 + 375 -450=1175-450=7251

EJEMPLO 7.
De los 800 alumnos de un colegio, han ido de viaje 600. ¢, Qué porcentaje de alumnos ha ido de viaje?

800 alumnos * 600 alumnos

100 % T 7x%

800 _ 600 600100 _ .
100 x 800
EJEMPLO 8.

Dos ruedas estan unidas por una correa transmisora. La primera tiene un radio de 25 cm y la segunda de 75
cm. Cuando la primera ha dado 300 vueltas, ¢ cuantas vueltas habri dado la segunda?

I
25cm * 300 vueltas
75cm T * x vueltas

/5 _ 300 X=M=1DD vileltas
25 s 75
EJEMPLO 9.

Se asocian tres individuos aportando 5000, 7500 y 9000 €. Al cabo de un afio han ganado 6 450 €. ;Qué
cantidad corresponde a cada uno si hacen un reparto directamente proporcional a los capitales aportados?

x oy zZ _x+y+z 6450
5000 7500 9000 21500 21500

X 6450 6450- 5000
5000 21500 X T Sis00 L=00e
Y 6450 64507500
= = = 2250€
7500 21500 4 21500
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z 6450 _ 64503000

9000 21500 ‘ 21500 - e/oos

EJEMPLO 10.

11 obreros labran un campo rectangular de 220 m de largo y 48 de ancho en 6 dias. ¢ Cuantos obreros seran
necesarios para labrar otro campo analogo de 300 m de largo por 56 m de ancho en cinco dias?

220 - 48 m2 —t 6 dias L 11 obreros
300-56m2 " 5dias — X obreros
220-48 5 11 X=3DD'56'6'11

— == =21 ohreros
30056 6 x 2204585
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EJERCICIOS

1. Obtén el valor de cada una de las siguientes expresiones, escribe tus procedimientos:

a. [—24—6:2:'2 —4[—3¢+3:2] _

> 43 -

d. 2+3(4j:
3 8\5

e. 32:8€ 4¢ ¥3=

5 1 3
f. —+>+—-=
6 6 2
1 3(5 1
g —-=|>|+==
2 5(4] 8
h. §+1_E:
6 12 16

i -424+8+2€ ¥3-=

.17 3 (2 7

J- A St e —
20 20 (3 10]

k. 13-36 ¥+6€8 +11=
2(3 5] 5

L S| ——-=|+=-=
3la 9) 6

2 1 9

4 =

3 8 16
7 7(11 11

n ———| =+ |=
11 11[14 7]
(2 3] 3

0. |—+—|-—=
7 8) 112

>
p. 3+€2-105-3-

g J2-¢:27 5=
r. E+4+32:
3

s. 52-22¢-22-=
t. 25+7.56+21+€22=

2(3 5) 5
u. S-S l+>=
34 9) 6

2
v. 3+€@-10°-3-
w. 13-36 +6€8 }11=

x. 52-22¢-22-
y. 25+756+21+€22=
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2)
z L < -(5?+6(1j- 49 =
T2 ~"6) "

¢

2. Obtén el valor de cada una de las siguientes expresiones, escribe tus procedimientos:

a. a(a-1)-2a’=
b (x+y)? ~(x+y)(x-y) =
15x10y5 _3x6y6
S -
62y
g XX=N-Yy-x) _
Xy N
e. m- lmzn—m—ljr Infm2+n}

3. Resuelve cada una de Iag siguientes ecuaciones para X y compruebe sus respuestas:
a. 7-2x=-€x—2 +2(x-5)
b. 5x+2(3x-1)=-1-5x-3)

3X 2(x+1) , x

C. 3-=
2 3 2
d 4x-1 2x-3 _2
' 5 3 5
e. 4#+3f-2-€2x336x-17
T8
£ 9.9
x 3
4
g 2m  m+2  m-6 +i
" 3m+3 6m+6 8m+8 12
h oL, 2 _ 3
r-1 3r-3 12
. 3 2 12
I. + =
X-2 X+2 x2_4
3 2 1

4a-8 3a-6 36
PROBLEMAS TIPO

4. Para instalar un teléfono se necesitan 14 metros de cable. ¢ Cuantos teléfonos se podran instalar con 182
metros de cable?

5. Un colegio tiene cupo para 1450 alumnos. Si ya se inscribieron 647 hombres y 586 mujeres, ¢ cudl es el
cupo disponible?

6. Sisabemos que la suma de un protén es de 16x102 gr. Calcula la masa de 9 millones de protones.
7. Un electricista compro 75 metros de alambre de calibre 14. Usé las dos quintas partes en una instalacion;

del resto, guardo el 20% y la cantidad restante la dividié en trozos de 80 cm de longitud. ¢ Cuantos trozos
son? ¢ Para qué otras longitudes del alambre se obtienen trozos completos?
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

Calcula el nimero de alumnos de una clase sabiendo que la octava parte de ellos no asisti6 a la clase, que
las tres quintas partes de ellos estan presentando un examen y los once restantes estan estudiando.
¢,Cuantos no asistieron?

Juan gana dos tercios de lo que percibe Pedro, quién gana 4/5 de lo que percibe Tadeo. Si Tadeo gana
$1,150.00, ¢ cuanto perciben Juan y Pedro?

Yolanda esta a cargo de una tortilleria y ha decidido establecer el precio de $4.50 el kilogramo. Algunos de
sus clientes compran por pesos (es decir, compran $1, $1.50, $2, ..., $29.5 6 $30) y otros por kilos (1, 1.5,
2, ..., 15 Kg). Necesita dos tablas para saber cuanto les debe dar de tortillas a los primeros y cuanto les
debe cobrar a los segundos. ¢ Puedes ayudarle a Yolanda en la elaboracion de estas dos tablas?

Una anciana decrépita y desdentada fue a vender una canasta de huevos al mercado.

Al primer cliente le vendi6 la mitad de los huevos que llevaba, mas medio huevo; al segundo cliente le
vende la tercera parte de los huevos que le quedaban mas un tercio de huevo; el tercer cliente le compra la
cuarta parte de los huevos restantes, mas un cuarto de huevo.

Después de sus ventas, la anciana aln tenia en la canasta, 8 huevos. Si no se rompié ningun huevo,
écuantos huevos tenia inicialmente en la canasta?

La razén entre los gastos y las entradas en el negocio de los Romano’s es de 5 a 8. ¢ Cudles fueron sus
gastos en un mes en el que la ganancia fue de $3,6757?

Un nanosegundo es 10-9 segundos. ¢Cuantos nanosegundos requiere la luz para darle la vuelta a la
Tierra?

Supongamos que una maguina copiadora amplifica una copia de papel alrededor de 1.1 veces el original. Si
usted sacara copias de copias y una hoja original fuese de 10 cm por 16 cm, ¢Cuales serian las
dimensiones de la segunda, tercera y octava copia? ¢ Cuantas amplificaciones se requieren para lograr una
amplificacion del triple del original?

Una hoja de papel se dobla a la mitad, y luego nuevamente a la mitad. Si este procedimiento de doblar a la
mitad continlda y el papel se desdobla, ¢cuantos espacios habra después de un doblez? ¢dos dobleces?
¢Jtres dobleces? ¢.cinco dobleces? ¢ diez? ¢ cien?

Hay que tender un cable desde una central eléctrica a un lado de un rio de 900 metros de ancho a una
fabrica en el otro lado 3 kildbmetros abajo. El costo de tender el cable bajo el agua es de $400 por cada
metro, mientras que el costo por tierra es de $320 por cada metro. ¢Cual es la ruta mas econdémica para
tender el cable?

Un viajero recorre % de la distancia entre dos ciudades a pie, 1/5 a caballo, 1/8 del resto en auto y los 55
km restantes en tren. ¢ Cudl es la distancia entre las dos ciudades?

Una cuadrilla de 15 hombres se compromete a terminar en 14 dias cierta obra. Al cabo de 9 dias s6lo han
hecho los 8/17 de la obra. ¢ Con cuantos hombres tendran que reforzar la cuadrilla para terminar la obra en
el tiempo fijado?

Carlos consigue un préstamo de $100,000 para comprarse un automévil. Conviene en pagar su deuda de
la siguiente forma: cada afio pagard $10,000 méas el 12% de interés de su deuda al principio de afio.
¢, Cuanto pagara al final por el préstamo?

Al inicio de un viaje el odémetro de un automavil (con tanque lleno) registra 43,219,5 km. Después del viaje,
que tardod seis horas, el odometro registra 43, 480,2 km y el conductor utilizé 39.5 litros de gasolina para
volver a llenar el tanque.

a. ¢Cuantos kilébmetros por litro rindié el automovil?

b. ¢Cual fue la velocidad promedio en el viaje?

A la edad de dos afios, un nifio promedio mide unos 86 cm y pesa 13 kg. Emplea la formula de DuBois y
DuBais.
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S= (0.007184)W°'425 ho7%
(Donde w es el peso y h la estatura) para hallar la superficie S del cuerpo del nifio (en metros cuadrados).

22. De un numero N, de dos digitos, se sustrae un nimero que tiene los mismos digitos de N pero invertidos. El
resultado es el cubo de otro niumero positivo. ¢, Cuales son los valores posibles de N?

PROBLEMAS EXTRAS

1. Las caritas de don Cubo
Un cubo de madera que mide 20 cm de lado se pinta de amarillo. Una vez seca la pintura, se corta en cubos
de 2 cm de lado. ¢ Cuéntos de estos cubos chicos no estan pintados en ninguna de sus caritas?

2. Latribuy los tribunos
En mi tribu, cuando se colocan de dos en fondo sobra uno, cuando se colocan de tres en fondo sobra uno,
cuando se colocan de cuatro en fondo sobra uno, cuando se colocan de cinco en fondo sobra uno, cuando
se colocan de seis den fondo sobra uno, y, por fin, cuando se colocan de siete en fondo quedan distribuidos
exactamente.
(a) ¢, Cuantos tribunos hay en mi tribu?
(b) Escribe una explicacion detallada de todo lo que hiciste para obtener tu respuesta.

3. El vendedor de enciclopedias
Un vendedor de enciclopedias tiene un salario base de 700 pesos mensuales mas una comision del 8% de
las ventas que realiza por encima de 4000 pesos. En cada uno de los meses pasados vendio las cantidades
anotadas en la tabla.
MES abril mayo junio julio agosto
VENTAS 3476 4142 5276 3962 6199
(a) Calcula los ingresos que le corresponden al vendedor de enciclopedias cada mes.
(b) Disefia un método grafico para pagarle a un vendedor que trabaje con el mismo contrato.
(c) Haz un diagrama de flujo con el algoritmo que se usa para pagarle a un vendedor que trabaje con el
mismo contrato.
(d) Con base en el punto anterior haz un programa de computadora o de calculadora y pruébalo con los
datos de la tabla.
(e) Inventa un problema inspirado en el problema anterior.

4. Lazorray el perro

Una zorra da 2 y 1/3 saltos por cada segundo. Cuando ha avanzado 30 y 1/4 saltos, se suelta un perro para

que la persiga. El perro da 4 y 1/2 saltos por cada segundo. ¢ Cuanto tardara el perro en alcanzar a la zorra?

Cuestionario

(1) Expresa en forma de fraccion comun impropia el nimero de saltos que lleva de ventaja la zorra.

(2) Después de un segundo de la salida del perro, imagina que tomas una foto instantanea y describela
cuantitativamente.

(3) Haz una tabla que describa las posiciones de los animales en cada segundo.

(4) ¢ Qué significa que las posiciones de los animales sean la misma?

(5) Haz otra tabla en la que aparezcan los mismos renglones y columnas que en la anterior, pero escribe las
cantidades indicando las operaciones que realizaste, sin efectuarlas.

(6) Identifica la estructura de cada una de las cantidades que relaciona tu tabla y expresa la relacién
mediante una ecuacion.

(7) ¢, Coémo verificas que tu solucidn es correcta? Explica.

(8) ¢, Qué aprendizajes utilizaste para resolver el problema?

(9) En caso de no haberlo resuelto, escribe tus conclusiones, con una reflexién sobre las causas de que no
lo hayas podido resolver.

(10) ¢ Qué caminos o estrategias seguiste para tratar de resolver el problema?

(11) Aplica el modelo PER (Propésito, Estrategia, Resultado).

5. Las ballenas de Alaska
En un estudio reciente se afirma que la poblacién actual de ballenas en Alaska esta entre 5700 y 10600 y
que la diferencia entre los nacimientos y las muertes naturales da lugar a un crecimiento de
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aproximadamente 3% anual. Los esquimales de Alaska tienen permiso para cazar 50 ballenas cada afio
para su supervivencia.
Cuestionario
(1) Supongamos que en 2000 la poblacion de ballenas era de 5700.
a) ¢Cual es el cambio en un afio en esta poblacién debido a la diferencia entre los nacimientos y las
muertes naturales?
b) ¢Cual es el cambio en un afio debido a la caceria de los esquimales?
c) ¢Cudl seria la poblacién de ballenas en 2001?
(2) Escribe las instrucciones para calcular a partir de la poblacion de un afio dado la poblacién del afio
siguiente. De ser posible hazlo en tu calculadora.
d) Haz una tabla con tus estimaciones hasta el afio 2010. Traza una gréfica.
e) Haz otra tabla pero supon ahora que la poblacion en 2000 era de 10600. Traza una grafica.

3) Aplica la estrategia ‘; Qué pasaria si. . .?’ con respecto al volumen de caza permitido. Escribe tus
conclusiones.
(4) En este estudio hiciste estimaciones para varios afios futuros, basandote en las tendencias de

crecimiento del pasado.

f) ¢Qué calculos tuviste que hacer para estimar el cambio en el nimero de ballenas de un afio al
siguiente? Aplica la estrategia de ‘indicar sin efectuar para identificar la expresion algebraica que
relaciona el tiempo y la poblacion.

g) ¢Cbémo puedes predecir la poblacion de ballenas dentro de muchos afios?

h) ¢Qué semejanzas y qué diferencias adviertes entre el patron de cambio de la poblacion de las
ballenas y el de los seres humanos?

6. Sucesiones
Escaleras
Con ocho palillos puedes hacer una escalera de dos peldafios.

Con once palillos puedes hacer una escalera de tres peldafios.

¢ Cuantos palillos necesitas para hacer una escalera de 20 peldafios?
&Y para hacer una escalera de 1000 peldafios?

Una sucesién numérica
Llena los espacios de la sucesion numérica que continda con el mismo patrén: 4, 10, 16, 22,28, , , , ,

¢ Cudl es el 10° término de la sucesion? ¢ Y el 100°? ;Y el n-ésimo?
Los pininos

Puedes dibujar pinos de diferentes tamafios pero siempre con el mismo disefio. Aqui tienes tres ejemplos.
Por sus brochazos distintivos de pintura fosforescente se llaman pininos.
s,

. / \ a_ala
/ \\ Y P St T AN
/ \ e Y
_%_

tamafio 1 tamafio 2 tamafio 3
3 brochazos 7 brochazos 11 brochazos

b

2

¢,Cuéntos brochazos hay en un pinino de tamafio 20?
Explica cdmo llegaste a la respuesta.

¢,Cuéantos brochazos hay en un pinino de tamafio 100?
¢,Cuéntos brochazos hay en un pinino de tamafio n?
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Aplica el modelo PER (Propdsito, Estrategia, Resultado) con respecto al aprendizaje que lograste en esta
actividad.
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UNIDAD Il. EXPRESIONES ALGEBRAICAS.

COMPETENCIA PARTICULAR DE LA UNIDAD:
Utiliza conceptos, propiedades y relaciones algebraicas en la solucién de ejercicios de su entorno académico.

RAP 1
Reconoce expresiones algebraicas, sus elementos y propiedades en operaciones con polinomios en su ambito
académico.

Ejemplo
Adicién y sustraccion de polinomios

(a) Determinar en la suma (x3 +2x% —5x + 7)+ (4x3 —5x% + 3

(b) Determinar la resta o diferencia en (x3 +2x% —5x + 7) - (4x3 —5x% + 3

SOLUCION
(a) Para obtener la suma de 2 polinomios cualesquiera en X, se suman los coeficientes de potencias iguales de
X.

(x3 +2x2 —5x + 7)+ (4x3 ~5x2 + 3)

=(1+ 4)x3 +(2- 5)x2 -5x+(7+3) Se suman los coeficientes de potencias iguales de x

=5x° —3x% —5x +10 Se simplifica

Se indico el agrupamiento el primer paso para que estuviera todo completo. El lector puede omitir ese caso
cuando se tenga dominio sobre las operaciones.

(b) Cuando se restan polinomios, primero se eliminan los paréntesis, tomando en cuenta que el signo menos
procede a la segunda expresidn entre paréntesis, cambia el signo de cada término de ese polinomio.

(x3 +2x2 —5x + 7) - (4x3 -5x2 + 3)

=x3+2x? —5x+7-4x3-5x2+3  Se eliminan los paréntesis

=(1- 4)x3 +(2+ 5)x2 -5x+(7-3) Se suman los coeficientes de las potencias iguales de x
=3x3 +7x% -5x+ 4 Se simplifica

EJEMPLO

Multiplicacion de binomios
Determinar el producto (4x+5)(3x—2)

SOLUCION

Ya que 3x-2=3x+ (-2):

(4x+5)(3x-2)

=(4X)(3X) +(@X)(-2)+(5)(3X) +(5)(-2) Propiedades distributivas
=12x% —-8x+15-10 Se multiplica
=12x%2 —7x-10 Se simplifica

Con suficiente practica en la resolucion del problema del tipo del ejemplo Il el lector podra llevar a cabo los 2
primeros pasos en forma mental, y llegar directamente a la expresion final.

El ejemplo que sigue se presenta distintos métodos para terminar el producto de 2 polinomios.

EJEMPLO
Multiplicacién de polinomios

Determinar el producto (x2 +5x—-4) (2x3 +3x-1)
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SOLUCION

Método 1

Se comienza con una propiedad distributiva, considerando el polinomio (2x3 +3x-1) como un ndmero real
dnico:

(x2 +5x—4)(2x3 +3x-1)

= x2(2x3 +3x-1) +5X(2x3 +3x-1)-4 (2x3 +3x-1)

A continuacién se usa 3 veces otra propiedad distributiva y se simplifica el resultado obtenido.

(x? +5x—4)(2x% +3x-1)

=2x° +3x% — x? +10x* +15x? —5x —8x> —12x + 4

=2x° +10x* —5x3 +14x% +17x + 4

Nétese que los 3 binomios del primero polinomio fueron multiplicados por cada uno de los 3 monomios del
segundo polinomio, que da un total de 9 términos.

Método 2

Se colocan verticalmente los polinomios y se multiplican; se deja espacio para las potencias de x que tengan
coeficiente O como el siguiente.

2x3 +3x-1

X% +5x—4
2x5 +3x3 —x? = x%(2x3 +3x-1)
+10x* +15x2  —5X =5x (2x3 +3x-1)
—8x3 -12x +4 =-4(2x3+3x-1)

2x°  +10x%  —5x3  +14x2  -17x +4 =sumade los de arriba

RAP 2
Identifica productos notables y la factorizacion de expresiones algebraicas en un ambiente matematico.

EJEMPLO

Divisién de polinomios entre un monomio

Expresar como polinomios “x” y “y

6x2y3 + 4x3y2 —10xy

2xy
Solucién:
6x2y3+4x3y2—10xy 6x2y3 4x3y2 10xy
2%y = 2%y + 2%y - 2%y Se divide cada termino entre 2xy

= 3xy2 + 2x2y -5 Se simplifica
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FORMULA DE PRODUCTOS EJEMPLO

1) X+y)(x-y) = x?2 —y2 (2a+3)(2a-3) =(2a)2 -32-4a%-9

_a2 _ 2 2
2 (x+y)2 =x2 £ 2%y +y2 (2a-3) ::2:2) _1§;2j;(3)+(3)
(2a+3)° = (2a)® +3(2a9%(3) + 3(2a)(3)* + (3)°

3) (xiy)3 :x3i3x2y+3xy2 iy3 3 )
=8a” +36a” +54a+27

FORMULA DE FACTORIZACION EJEMPLO

1) Diferencia de cuadrados
9a® —16 = (3a)? — (4)> =83a+4)(3a-4)

8a® -27=(2a)® -(3)°

2) Diferencia de cubos 5 )
= (2a-3)[(2a)" +(2a)(3)+(3)"]

125a° +1=(5a)° +(1)°
3) Suma de cubos = (5a+1)[-(5a)% - (5a)(1)+ (1)?]
= (5a+1)(25a% —5a+1)

Ejemplos

Cancelacion de factores comunes

3x* —5x -2 _ (3x+1)(x—2)
x2 -4 (X +2)x—=2)

Ejemplo

Productos y cocientes de expresiones racionales

x? —6x+9 2x -2 X +2 x? -4
a ————— o b) +
x? -1 X-3 2x-3  2x% -3x
Solucion
2 _ 2 oy _
a) X7 ~6x+9 . 2x-2 = (x* ~6x-9)(2x~2) propiedad de los cocientes
x% -1 x-3 (x-1)(x-3)
1
_3)2
= (x=3)% * 2647 Se factorizan todos los polinomios
T (x - gx=3)
Six #3,x#1

v
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_ 2(x—=3)

se simplifican factores comunes
X+1

X+2 | x2 -4 _X+2 .2x2—3x
b) 2x-3 9x2 _3x 2x-3 2 _g4 propiedad de los cocientes

I )
(23 r2)(x-2)

Propiedad de los cocientes factorizacion todos los polinomios.

Ejemplo

Simplificacion de sumas de expresiones racionales
Efectuar las operaciones y simplificar

2X+5 X 1
+ +

x2+6x+9 x%2-9 x-3
Solucién
Se comienza factorizando los denominadores:

2X+5 X 1 245 X 1
+ + = + +
x2+6x+9 x2-9 X-3 (x+3)%2 (x+3)(x-3) x-3

Como el MCD (x + 3)2 (x—3) se multiplican por x —3 numerador y denominador del primer cociente, los del

segundo, por X+ 3,y el tercero, por (X — 3)2 ; después se suma;

(2X+5)(X_3)+ X(x +3) N x +32
(x+3)2(x-3) (x+3)%(x-3) (x+3)%(x-3)

:(2x2 —X—15) + (X% +3X) + (X% + 6X+9
(x+3)%(x-3)

Ejemplo

SIMPLIFICACION DE FRACCIONES COMPLEJAS
2

1_
x-1

X —

X |

Solucidn: se convierte en numerador y denominador de la expresion dada a cocientes sencillos y, a
continuacion se usa la regla para dividir cocientes.

1- 2 (x+1)-2
x-1_ x+1
2 . : .
X — 1 X -1 Se combinan expresiones en numerador y denominador
X X
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x—1

- x+1
2 o
x“-1 se simplifica
X
x—-1 X
T e 5
=X+l x*-1 propiedad de los cocientes
M « _1‘2
= X+ D+ -1)  propiedad de los cocientes se factoriza,
i X #1

|

X

- (x+12 Se cancela X~1

Otra forma es multiplicar a x(x+1) numerador y denominador de la expresion dada que es el MCD de 2/(x+1) y
1/x, y luego se simplifica el resultado.

Ejemplo

Racionalizacién de un denominador

1
Racionalizar el denominador de ———=
Jx + x/y
Solucioén:
1 1 Ix =Ly

- . - - - (9" ~(/y)?
ﬁJrW \&Jr\/y (_\/y Se multiplican el numerador y el denominador por el conjugado de ‘V A
K-y

()
R

X-y

Propiedad de los cocientes y diferencia de cuadrados

Ley de los radicales

Nétese el modelo al multiplicar dos binomios y observando del segundo al Gltimo pasé en cada solucién. Por
ejemplo, en el ejemplo 1a. el segundo al Ultimo paso es el siguiente:

primero
:
exterior
1
(x+ D(x+ 2) =
- L_‘-i.
interior
1
ultimo

~

+ 2x + x +

»

O'-lﬂ.‘uE-—-"!"U

e
X
t
€
r
i
o
r

Aplicando la propiedad distributiva dos veces a (x + 1) (x + 2) da cuatro términos, siendo cada uno el producto
de dos términos, un término de cada binomio. En el ejemplo 1b tenemos.
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primero
[ T g A
exterior

(:;+1)(x—é)=x2—5x+f—2

interior
[

1 .
ultimo
En el ejemplo 1c tenemos.
primero
I |
exterior
1
Qe+ Dix + N =2x"+6x+x+3=2x"+Tx + 3
= p € i u
interior X no 1
altimo i t ot
m = e i
e r T m
r i i Q
Q 0 8}
r r
Primero por primero 0 sea 2x° Primer producto
Primero por ultimo 0 sea 6x Producto exterior
Ultimo por primero 0 sea X Producto interior
Ultimo por ultimo osea3 Ultimo producto

De este modo
(2x-1)(x-3)=2x*-6X-Xx+3=2x"-7x+3

Si abreviamos "primero" por P, "exterior" por E, "interior" por | y "Gltimo" por U, entonces podemos llamar a esto
método PEIU.

REGLA DE PRODUCTO ESPECIALES.

Elevar binomio al cuadrado:
(a+b)*=a’+2ab+b?
Multiplicar la suma y la diferencia de dos numeros:

(a+b)(a—b)=a*-b?

Para simplificar una fraccion cuyo numerador y denominador son polinomios,
1.- Simplifiqgue el numerador y el denominador tanto como sea posible.

2.- Factorice el numerador y el denominador.

3.- Apligue la propiedad fundamental de las fracciones.

Ejemplo
Simplificar cada una de las siguientes fracciones tanto como sea posible.
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6x2y - 3xy

a)
3xy
3x3 - X(x -1)
b) —
X
10 _ 60
c)
510
2
d) 4x :3
4x
Soluciones
a.-
6x%y -3xy = 3xy (2x-1) Factoriza el numerador.
3xy 3xy
=2x-1 Propiedad fundamental de las fracciones.
b.-
3 —x(x—1) = 3 —x*+x
X Simplifiquese el numerador.
2
X(38X -x+1) Factorizar el numerador y el denominador.
()(x)
2
33X -x+1
X Propiedad fundamental de las fracciones.
C.-
0 0 0
x1 -X = xl (1-x5 )
2 2
X X
=1- X50
d.-
2
4x +3 Esto no se simplifica; el numerador no puede factorizarse.
4x
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RAP 3

Utiliza los productos notables y la factorizacion en operaciones con fracciones algebraica en su ambito
académico.

ALGEBRA COMO UN LENGUAJE COMUN

MUNDO Transcripcién del Resolucién del problema
MATEMATICO problema al lenguaje Matematico

@ matematico

A\ 4

9 9

MUNDO REAL Identificacion de Aplicacion de la solucion del
problemas del Mundo real problema matematico al
problema del mundo real

Ejemplo 1
FRASE EN ESPANOL FRASE MATEMATICA
La suma de un numerony 5 n+5
Un niimero n 7 mas n+7
Un nimero p 3 menos p-3
Un niimero x aumentado en 15 X+ 15
Un nimero x reducido en 15 x - 15
La diferencia entre dos nimeros X y y X -y 0 bien y- x
Ejemplo 2
FRASE EN ESPANOL FRASE MATEMATICA
Dos veces un niumero n 2n
La suma de 3 veces un nimero mas cinco 3x+5
El producto de dos nimeros Xy y Xy
Un ndmero n dividido entre 2 2
, , X
La razén de dos nimeros x y y y
Kilémetros por hora k?m
10% de un nimero 0.10n

Ejemplo

Escribir una expresion para las siguientes frases.
a) Lasuma de dos nimeros, donde el segundo numero sea cuatro mas seis veces el primer nimero.
b) La distancia recorrida durante un viaje de ocho horas si viajo a una velocidad promedio de r millas por
hora durante las primeras seis horas en carretera y a una velocidad promedio de 30 millas por hora
menos que la velocidad promedio anterior durante las dos Ultimas horas en la ciudad.
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c) La cantidad de dinero en una bolsa con 1000 monedas de 10 y 25 centavos
d) El costo de alquilar un automovil durante un dia, cuando se cobra $21.95 por dia mas 17 centavos por
milla

SOLUCIONES
a)
Sea x el primer nimero. El segundo nimero es:
cuatro mas Se€is veces el primero
Fx 1a =S

4 + 6X

La suma de los 2 nimeros es:
primer numero  sumado al  segundo numero
I - —
X + 4 +(6x)
Esta suma puede simplificarse:
X+4+6X=4+7X

b)
Sabemos que la distancia = velocidad por tiempo. Para analizar este problema, podriamos hacer un esquema
para ordenar la informacion (datos).

Tiempo = 6 horas tiempo = 2 horas
Velocidad =r velocidad =r — 30
Distancia = 6r distancia = 2(r-30)

| 6r | 2(r—30) |

Distancia total

6r + 2(r —30)

Distancia total= er 2(r —30)
Distancia recorrida distancia recorrida durante las
Durante las primeras ultimas 2 horas a una velocidad
6 horas a una de 30 millas por hora menos que
Velocidad r r. La propiedad distributiva
=6r+2r-60
=8r-60 expresion para la distancia

Simplificada.
c)
Si d es el nUmero de monedas de a 10 centavos, entonces 1000-d debe ser el nimero de monedas de a 25
centavos, ya que hay un total de 1000 monedas.

Cantidad de monedas de 10 centavos = 10 (d) centavos
Cantidad de monedas de 25 centavos =25(1000-d) centavos
Dinero total de las 1000 monedas = (10 (d) centavos + 25(1000)-25d) centavos

= (10D+25(1000)-25 CENTAVOS
= (25000)-15d
_ 25000-15d
© 100
= (250-0.15d) ddlares

Dinero expresado en ddlares dolares

d)
Sea m el nimero de millas recorridas en un dia. El costo de alquilar un automévil es 21.95+0.17m

Ejemplo

La tabla representa el costo de alquiler de un automavil durante un dia. ¢ Cuanto costara alquilar el automovil
por un dia?
a) ¢Siestimamos nuestro recorrido En 400 millas diarias?
- 1
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b) ¢’Si estimamos nuestro recorrido en 250 millas diarias?
c) ¢Siestimamos nuestro recorrido en 320 millas diarias?

MILLAS RECORRIDAS
EN UN DIA COSTO

0 $23
100 $43
200 $63
300 $83
400 $103
500 $123

SOLUCIONES

METODO 1: TABLA

A partir de la tabla 3.1 es facil leer el costo. Localizamos 400 millas en la primera columna y luego localizamos
el correspondiente costo en la segunda columna. El costo es $103.

Si quisiéramos recorrer 250 millas en un dia, entonces a partir de la tabla estimariamos el costo esta entre $63
y $8. Como 250 millas esta en medio de 200 y 300 millas, es razonable suponer que el costo estard a la mitad
Si quisiéramos viajar 320 millas, no seria facil estimar el costo a partir de la tabla. Todo lo que sabemos es que
estaria a partir de $83 y $103 y mas cercano a $83

100

1T

2 e e e
80
Y

60

Costo por dia

40

T T TP T T T 11

23
20 1
15

1
{
1
1
1
|
|
|
|
|
I
!
|
1
|
|
|
|
|
|
t
E

10 |

|
1
1
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
%
i
1
|

1 T T3

1 |
TN N N N N WO N N RN IV U A A N A A

o| 10 100 200 250 300 320 400
Millas por dia

METODO 2: GRAFICA

Una forma mas conveniente de representar la Tabla es mediante la siguiente grafica. Para hacer una gréfica,
utilizamos dos rectas numéricas perpendiculares que se llaman ejes. Los numeros sobre el eje horizontal
representan el numero de millas recorridas por dia. Los nimeros sobre el eje vertical representan el costo total
por dia en délares. Los puntos {A, B, C, D, E) representan cinco registros de la tabla. Por ejemplo, el punto A
representa que cuesta $23 antes de acumular cualquier nimero de millas. El punto B denota que cuesta $43
viajar 100 millas. La localizacién de los puntos es aproximada. Nétese que los puntos aparecen sobre una recta
gue ha sido trazada.

El costo de recorrer 400 millas es $103, que es el punto E sobre la gréfica.

Para hallar el costo de viajar 250 millas, localizamos 250 sobre el eje horizontal y luego se asciende
verticalmente (perpendicular) hacia arriba hasta que corte a la recta. Después se sigue en direccion horizontal
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(perpendicular) hacia la izquierda, hasta que corte el eje vertical. Estimamos que este punto representa un
costo de $73.

c. Analogamente, a partir de la grafica, se estima que el costo por $320 millas es $88.
METODO 3: ECUACION

Otra forma de analizar esta informacion es mediante la siguiente ecuacion:

C=23+0.2M

Donde C es el costo de recorrer M millas en un dia. La ecuacion se obtiene notando que cuesta $23 alquilar un
automavil mas $20 por cada 100 millas recorridas o sea 20 centavos por milla.

a. Sustituyendo M por 400 tenemos

C =23 +0.2(400) = 103
b. Sustituyendo M por 250 tenemos

C=23+0.2(250) =73
C. Sustituyendo M por 320 tenemos

C=23+0.2(320) =87

Nétese que con la ecuacién obtenemos un costo exacto, mientras que con la gréfica o la tabla obtenemos un
costo aproximado

Una ecuacion lineal en una variable es una ecuacion en la cual cada vez que aparece la variable, esta
elevada a la primera potenciay la variable no aparece en el denominador.

El proceso de hallar valores de la variable que resulten en una proposicién verdadera se llama
resolucién de la ecuacién. Estos valores se llaman soluciones o raices de la ecuacion.

PRINCIPIOS DE IGUALDAD

1.- Sumar o restar la misma cantidad en ambos miembros de la ecuacion no cambia su solucion.
2.- Multiplicar o dividir ambos miembros de una ecuacion por la misma cantidad diferente de cero no cambia su
solucién.

Ejemplo

a) ¢Cuéanto tiempo le tomaria recorrer 300 millas si maneja a una velocidad promedio de 55 millas por
hora?

b) La compafiia manufacturera Zardos fabrica sacapuntas. Supongamos que cuesta $4 hacer un
sacapuntas que se vende a $6. ¢Cuantos sacapuntas deben fabricarse y venderse para tener una
ganancia de $100007?

Soluciones
Aunque el del algebra no es necesario para resolver estos problemas, lo haremos de cualquier manera, ya que
son versiones simples de problemas mas complicados para los cuales los métodos algebraicos no son
necesarios.

a)
Distancia = velocidad x tiempo, o sead =rt. Como d = 300 y r = 55, tenemos
55t =300

t= % =5.45 horas o alrededor de 5 horas y 27 minutos

b)
Ganancia = ingreso — costo. Si X es el nimero de sacapuntas vendidos, entonces el ingreso es igual a 6x y el
costo igual a 4 x:
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6x —4x=10000
2x=10000
x =5000sacapuntas

Ejemplo
El precio de la hamburguesa aumento 10% este mes. Ahora cuesta $1.79 la libra.
a) ¢Cuanto costaba la libra el mes anterior?
b) Si el precio aumento 8% el mes anterior, ¢ Cuanto costaba la libra hace dos meses?

Soluciones
a)
Si P era el precio el mes anterior, entonces

P + 0.10P = (1+0.10)P = 1.1P = 1.79
Precio mes 10& de precio actual
Anterior aumento

1.79

Yaque 1.1P = 1.79, P:ﬁ:1.6273

El costo del mes anterior era aproximadamente $1.63 la libra.
b)
Si P era el precio de hace 2 meses, entonces con dos aumentos tenemos.
(1.08)(1.1)P = 1.79
1.188P =1.79
P =$1.51 lalibra

Ejemplo
Despejar x
a) 3x+2=119 b. 0.13x — 0.02 = 27

Soluciones
a)
3x+2 =119
3x= 117 Réstese 2.
X= % Dividase entre 3.
x=39
Comprobacién
3(39) +2 =119

117 + 2 =119
119=119
b)
0.13x—0.02 = 27
0.13x = 27.02
27.02
X=
0.13
x =207.85
0.13 (207.85) — 0.02 = 27 sustitiyase x por 207.85.
27.0205 - 0.02= 27
27.0005 = 27 comprobado.
Ejemplo

Determinar si 315 puede expresarse como la suma de.

a) Tres

b) Cuatro, o
S —
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c) Cinco
d) Enteros o consecutivos.

Soluciones

Sea x el primer entero. Entonces los siguientes cuatro enteros consecutivos son x + 1, x + 2, X + 3, X + 4.
Para verificar si 315 puede expresarse como la suma de tres enteros consecutivos, debemos despejar x de la
siguiente ecuacion:

a)
315=x+(Xx+1)+(x+2)
315=3x+3
315 = 3x
104 =x

Por tanto 315 =104 + 105 + 106

b)
Para cuatro enteros consecutivos tenemos

315=x+(x+1)+(x+2)+(x+3)

315=4x+6
309 = 4x
77.25=X

Como x no es un entero, 315 no puede expresarse como la suma de cuatro enteros consecutivos.
Para cinco enteros consecutivos tenemos

c)
3I5=x+(X+1)+(X+2)+(Xx+3)+ (x+4)
315=5x+10
305 = 5x
61 =x

Entonces: 315 =61 + 62 + 63 + 64 + 65.

RAZONES Y PROPORCIONES

Dos razones a/b y c¢/d son proporcionales si:

2_°C dondeb #0,d #0
b d

Ejemplo
4 latas de jugo de naranja cuestan $2.09. ¢ Cuanto debemos pagar por 10 latas?

SOLUCION
x es el numero de délares que pagamos por 10 latas.
2.09 =X_
4 10 Se espera que las dos razones sean proporcionales
20.9 =X
4 Multipliquense ambos lados por 10.
$5.23=X

Por lo tanto esperariamos pagar $5.23 por 10 latas de jugo de naranja si la razén para 10 fuese la misma que la
de 4.

Ejemplo

Su automovil rinde 28 millas por galon. ¢ Qué tan lejos puede viajar con 12 galones? ¢Puede ir de Los Angeles
a San Francisco (403 millas) con un solo tanque de gasolina?
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SOLUCION
Y es el numero de millas por 12 galones.

28 =Y
1 12 Dosrazones iguales.
28(12)=Y Multipliquense ambos miembros por 12.

Y = 336 millas. Como hay 403 millas de Los Angeles a San Francisco, la respuesta es no.

Ejemplo
Se requieren 9 acres para dar de pastar a 2 vacas. ¢, Cuantos acres se necesitan para dar de pastar a 2000
vacas?

SOLUCION

Z es el nUmero de acres para 2000 vacas.

2 2000 . . . o

° = > Dos razones iguales. Nétese que esto no es todavia una ecuacion lineal
2Z =18000 Multipliquense ambos miembros por 9Z, Z = 0.

Z =9000 Ahora ya tenemos una ecuacion lineal.

Dividanse ambos miembros entre 2.
Por lo tanto se necesitan 9000 acres. (Si un acre se vende a $500, es necesario bastante dinero para alimentar
ese ganado.)

EJEMPLO
Resolver las siguientes proporciones:
a) 3_% X#0
x 17
1 1
3% _5h -
X
s
5
0) y _ 1.03x10

0.072  3.09x10 2

Soluciones:
a)
3 28
x 17
51=28x multipliquense por 17x,x % 0

X=§~1.82
28

b)

| ow
oo
(8]

x ‘K

| Gjw| 5
x| R

X
Il

|
*
|

Multipliquese por %X, X=0

X
Il
|

10 3,165
X ="
37 10 16

Blw w/ o wlo
[
[o2]
a1

. 3
Multipliques por —
phigq p 10
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95

X=-——~3.09
160

y _ 1.03x10°
0.072  3.09x10 2
(3.09x1072)Y = (0.072)(1.03x10~°)

(3.09x10_2)Y = (7.2x10_2)(1.03x10_5) Conviértase 0.072 a notacion cientifica
ve (7.2x1072)(1.03x107°)
3.09x10 2

v (1:2)(L03) 1072 *10°
3.09 1072

Y=2.40 x10°

Dividase ambos lados entre 3.09x10 2

ECUACIONES LINEALES

Sumar o restar la misma cantidad en ambos miembros de una ecuacién no cambia su solucién
Multiplicar o dividir por una misma cantidad diferente de cero en ambos miembros de una ecuacién no cambia
por su solucién.

Ejemplo
Despejar x.

a) 3x+2=2x-4
b) 32x+14=42x-57
C) mMyX+by=myx+by,my#m,

Soluciones
a)
3X+2=2x+4
3x=2x-6 Réstese 2 en ambos miembros
X=-6 Réstese 2x en ambos miembros
b)
32x+14=42x-57
32x=42x-71 Réstese 14 en ambos miembros
-10x=-71 Réstese 42x en ambos miembros
= i = E =71 Dividanse ambos miembros entre 10
-10 10
c)
m1X+b1=m2X+b2 m1¢m2
mX=myX+by —by Réstese b; en ambos miembros
miXx—myX=by —bq Réstese m,x en ambos miembros
(M —myXx=by —by Propiedad distributiva
b —
wo P2—by
mp; —mj

Dividanse ambos miembros entre my —m,, que es la cantidad diferente de cero ya que m; #m,

Unidad de Aprendizaje de Algebra Guia de Estudios Pagina 35



Ejemplo

Despejar x.
a) Ex—§=2x+£.
3 4 2
X X
b) ———-=a-b,donde a, b#0,a=0
a b
Soluciones.
a)

Para evitar calculos que incluyen fracciones, multiplicamos ambos miembros por un comun

e ()

2 3 1
—X—=—=2X+—=
3 4 2
Multipliqguense ambos miembros por 12, el minimo denominador de 2/3
,3/4,1/2.
12 Ex—§ =12 2x+l

3 4 2

2 3 1 . o
12(3x) - 12(4) =12(2x) + 12(2) Propiedad distributiva
8x-9=24x+6

-15=16x
-15
— =X

16
b)

X X . .
——B=a—b Un comun denominador es ab
a

X X . o
ab(a) - ab(bj =ab(a-h) Propiedad distributiva
bx —ax=ab(a—b)
(b—a)x=ab(a—-b) Propiedad distributiva
. ab(a—b) - —_ab

(b-a)
Dividanse ambos miembros entre b-a.
Recuérdese, a-b__,
Ejemplo

Alfredo el veloz puede correr a la velocidad de 5 metros por segundo, mientras que Samuel el lento solamente 3
por segundo. Ellos desean competir entre si, pero para que sea justa, Samuel obtiene una ventaja de 40 metros
a la salida. Cual es la carrera mas larga en que Samuel pueda ganar?

Solucién.
Supongamos d denota la longitud de la carrera. Dibujar un esquema puede ayudar visualizar las relaciones.
F40 S d-40
— |
— _/
~
D
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Determine la longitud de la carrera de distancia. Samuel carrera una distancia “"un poco”” menor. En una
carrera de distancia ambos competidores corren durante la misma cantidad de tiempo.

Tiempo de Alfredo = d Tiempo= M
5 velocidad
Tiempo de Samuel = d_sﬂ
g: d_3740 Los tiempos son iguales. Se despeja d
3d=5d-200 Multipliquese por 15
200=2d
100=d

Por lo tanto si Samuel elige cualquier distancia méas corta que 100 metros ganara.

PROCEDIMIENTO PARA RESOLVER PROBLEMAS

El paso esencial para resolver un problema aplicado consiste en la habilidad de hacer cualquiera de las dos
siguientes cosas para formar la ecuacion:

1. Hallar dos cantidades iguales, o bien
2. Hallar dos formas equivalentes de expresar la misma cantidad.

Ejemplo

Despejar x en cada una de las siguientes ecuaciones.
4-2(x-3)=x-5x+1)
3-2{x-2x-1)}=4+3x-2{7- (1 -x)}

Soluciones
4-2(x-3)=x-5(x+1)
4-2Xx+6=x-5x-5 propiedad distributiva.
10-2x=-4x-5 agrupense términos semejantes.
2x=-15 4x y — 10 en ambos miembros de ecuacion
dividanse ambos miembros entre 2.
15
X=—-——
2

Como las expresiones son mas complicadas, es aconsejable comprobar la respuesta para estar seguros que no
hemos cometido algun error. De hecho, es siempre aconsejable comprobar las respuestas.

Comprobacién

15 15 15 o 15
4-2(-—-3)=—-—-5(-—+1) Sustituyase —— para x.
(2 ) 5 (2 ) y , P
21 15 13
4-2(-)=-—"="-5(-—=
( 2) 5 ( 2)
4+21:—E+§
2 2
25:@
2
25=25 comprobado.

Si usted puede resolver esta ecuacion con todos sus paréntesis, probablemente resolvera cualquier ecuacion
lineal. Comience trabajando desde el interior.
3-2{x-2x-1)}=4+3x-2{7 - (1 -x)} propiedad distributiva.
3-2{x-2x+2}=4+3x-2{7T-1+x} simplifiquese.
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3-2{-x+2}=4+3x—-2{6 +x} propiedad distributiva

3+2x-4=4+3x-12-2x simplifiquese.
2x—1=x-8 se suman — x y 1 en ambos miembros.
X=-7

Comprobacién
3=-2{(-7-2(-7T-1)}=4+3(-7)=-2{7—-(2Q—-(-7)}
3-2{-7+16}=-17-2(-1)
3-2{9}=-17+2
-15=-15

Ejemplo

Despejar x.

a) 3(2x-5)=2(3x-1)+x
b) 3(2x-5)=2(3x—-1) +7
c) 3(2x-5)=2(3x-1)-13

Soluciones
a.-
3(2x—=5)=2(3x— 1) + x
6x—15=6x—-2 +X
6x—-15=7x-2
-13=x

b.-
3(2x-5)=2(3x—-1)+7
6Xx—15=6x—-2+7
6x—-15=6x+5
-15=5 jfalso!
La proposicion — 15 = 5 es obviamente falsa. Los dos principios bésicos de las igualdades establecian que
desarrollar la misma operacién en ambos miembros de una ecuacion no modifica su solucién. Como — 15 =5 es
una ecuacion que no tiene solucion, la ecuacién original no tiene solucidn. Esta ecuacion se llama una
contradiccion o falsa.

C.-
3(2x—-5)=2(3x—-1)-13
6Xx—15=6x—-2-13

6x—-15=6x—-15 6 0=0 jsiempre cierto!

Esta vez, obtenemos la misma cantidad en ambos miembros de la ecuacién. No importa que nimero real
sustituyamos para x, la proposicion 6x — 15 = 6x — 15 es verdadera. Por lo tanto, todo nimero real es una
solucién de la ecuacion original. Tal ecuacién se llama identidad.

Una ecuacion se llama:

1. Una ecuacién condicional si tiene solamente un numero finito de soluciones. (una ecuacion lineal tiene una
solucion.)

2. Una identidad si tiene todos los nUmeros de un conjunto infinito especificado como soluciones.

3. Una contradiccién o falsa si no tiene solucién; implica una contradiccion de algin hecho conocido.

Ejemplo

Regresemos a la compafiia manufacturera Zardos que continua fabricando sacapuntas.
Recuerde que después de los costos iniciales de $10 000, cuesta $4 hacer un sacapuntas que se vende a
$5.95. ¢ Cuéntos sacapuntas deben vender para obtener un ganancia de 10% (10% de sus costos)?

Solucién
Como antes, sea x el nimero de sacapuntas. Como ganancia = ingreso — costo, tenemos
Ingreso = 5.95x
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Costo = 10 000 + 4x
Ganancia = 0.1 (10 000 + 4x)

Consecuentemente,
5.95x — (10 000 + 4x) = 0.1 (10 000 + 4x)
5.95x — 10 000 - 4x =1 000 + 0.4x
1.95x = 11 000 +0.4x

1.55x = 11 000
= 11000 =7 097 sacapuntas
1.55
Ejemplo

Una planta procesadora de alimentos pretende fabricar 900 galones de almibar que contiene 50% de azUcar.
Tiene en existencia almibar que contiene 70% de azlcar. Otro que contiene 20% de azlcar y otro sin azUcar
(agua).

Cuantos galones de almibar al 70% y almibar al 20% deberian ser utilizados para fabricar 900 galones de
almibar al 50%?

Cuantos galones de almibar al 70% y de almibar sin azl(car deben utilizarse para fabricar 900 galones de
almibar?

Soluciones:

Para hallar una ecuacién notamos

Cantidad de azlcar + Cantidad de azlcar + Cantidad de azucar
en almibar al 70% en almibar al 20% en almibar al 50%

Hemos expresado la cantidad de azlcar presente en 2 formas. Si x denota el nimero de galones de almibar al
70% utilizado, entonces la cantidad de azucar es 0.70x galones. Si se utilizan x galones de almibar al 70&
entonces, se utilizan (900-x) galones de almibar al 20%; que contiene 0.20 (900-x) galones de azlcar. Los 900
galones de almibar al 50% contendran 450 galones de azucar. De este modo:

Ingrediente 1 + Ingrediente 2 = Mezcla
(Porcentaje*cantidad)+ (Porcentaje*cantidad)= (porcentaje*cantidad)
70%*x gal + 20%(900-x) gal =50%*900gal

0.70x+0.20 (900-x)=0.50 (900)
0.70x+180-020x =450
0.50X+180 =450

X = 450 642.86
0.7

Por lo tanto, se utilizan 540 galones de almibar al 70% y 360 galones de almibar al 20%.
En este caso sea x igual al nimero de galones utilizados de almibar al 70%. Esta vez no hay azlcar en el
segundo almibar, de tal forma que la ecuacion se transforma en:

Ingrediente 1 Ingrediente 2 Mezcla
(Porcentaje*cantidad) + (Porcentaje*cantidad) = (porcentaje*cantidad)
70%x + 0%(900-x) = 50%(900)
0.7x+0(900-x)=0.5(900)
0.7x=450
X = @ ~ 642.86

0.7

Asi que utilizamos 642.86 galones de almibar al 70% y 257.14 galones de almibar sin azlcar. En almibar sin
azucar disminuye el almibar al 70%.
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RESUMEN DE PROCEDIMIENTOS PARA RESOLVER PROBLEMAS

Lea el problema cuidadosamente

Dibuje un esquema (si es posible)

Construya una tabla o cuadro para resumir los datos (si es posible)

Imagine una respuesta y compruébela. El procedimiento de comprobacion le servira en los pasos 5 & 6

Elija una variable y exprese que cantidad representa la variable.

Halle una ecuacién que contenga la variable: busque dos cantidades iguales o dos formas de expresar la
misma cantidad.

Resuelva la ecuacion

Compruebe su respuesta con el problema original

oukrwbrE

© ~

FACTOR COMUN DE POLINOMIO
Es el polinomio que aparece en cada término de la expresion:
Ejemplo 1:

Factorizar la expresion:
x(a+b)+y@+b)=

Observe que tiene un factor comun que es (a + b):
x(a+b)+y(a+b)=
(x+y)(a+b)

Ejemplo 2:
Factoriza:
2a(m-=2n)—b (m-2n) =
2a(m-2n)—b (m-2n) =
(2a—=b) (m-2n) =

FACTORIZACION DE UN TRINOMIO DE LA FORMA ax” + bx + c
Para factorizar un trinomio de la forma ax® + bx + ¢, se realizamos el siguiente procedimiento:

1.- Se buscan dos nimeros cuya suma sea el coeficiente de b:
m+n=Db

2.- Esos mismo numero, su producto debe de ser igual a (a)(c):
(m)(n) = ac

3.- Descomponemos el termino bx, en los nimero anteriormente encontrados, de la siguiente manera:
ax® + mx + nx + ¢

4.- Encontramos un factor comun, para factorizar la ecuacion.

Ejempilo:

Factorizar 2x*—11x+5
m+n=-11
m n = (2)(5) > mn = 10
Estos dos numeros sonm =-10yn=-1

Entonces la factorizacion es:
2x°—11x+5=2x*-10x—x+5
=2X(x=5)-(x-5) =
=(x-5)2x-1)

FACTORIZACION DE LA DIFERENCIAS DE CUBOS a° - b®,
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Para realizar una factorizacién de diferencias de cubos, se hace de la siguiente manera:

1. Calculamos la raiz cubica de ambos términos.
2. Descomponemos la expresién algebraica, considerando sus raices cubicas, en dos productos, como se
observa a continuacion:
a®-b®=(a- b)@®+ab+b?

Ejemplo:

Factorizar 8 — x° =
La raiz cubica de x3 = ?&/xi3 =X

La raiz clbicade 8 > 3/8 =2

La factorizacion queda:
8-x=(2-x) (2% +2x +x°) = (2 - X) (4 +2x + X°)

FACTORIZACION DE LA SUMA DE CUBOS a® + b°.
Para realizar una factorizacién de la suma de cubos, se hace de la siguiente manera:

1. Calculamos la raiz clbica de ambos términos.
2. Descomponemos la expresién algebraica, considerando sus raices cubicas, en dos productos, como se
observa a continuacion:
a’>+b*=(a+b) (@®—ab + b?)
Ejemplo:

Factorizar 27a° + 1=

La raiz ctbica de 27a° 2 $27a3 =3a

Laraiz cibicade 12 3h=1

La factorizacion queda:
27a° + 1= (3a + 1) ((3a)* + (3a) (1) + 1% = (3a + 1) (9a’ - 3a + 1)

EJERCICIOS:

. OPERACIONES CON FRACCIONES ALGEBRAICAS

Resuelve las siguientes operaciones con fracciones algebraicas, simplificando cuando corresponda:

Suma:

1) x-2+3x+2:
4 4

y 2, L.
5a2 3ab

3) a-2b+b-a:
15a 20b

4) 2a—2+3x+2+x-a:
3a 10x bax

5) b + o
a+l a-1

6) m+3+m+2:
m-3 m-2
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7 1 i 1 _
X-4 X-3

8) m-n _m+n _
m+n m-n

9) 2a+3 a-2:
4a 8a

Multiplicacién:
4a® 6a 15b2
[ ] [ ] =

sp3 8b 22t
11) 5x+25. IX+7 _
14 10x +50
2
m-+n n
12) . =
mn-n? m?-n?
2 2
13) 1+x.a ta X" _
a+l x-x2 a
Division:
2
14) Lf%‘:
y* y
2
15) 2 2b+a2b3—
5x
16) X7-1+2X_2:
3 6
3 2
17) X~ - X +5x 5x:
2x? +6x 2x+6
18) 1=
1+~
X
199 1 -
1- 1
1+l
X
X+Yy
20) X =
X+y
y

Il OPERACIONES CON POLINOMIOS

Reduce los siguientes términos semezjantes:
1) am®—7m*+6m*-m+1-m*+m?-5m*+6m-9=
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2) 3X+2y—z+5x—4y+z+4x+8y=

3) 2a’b + 3ab’®—8a’b +6ab’ +10 a’h + 16 — 5 =

Resuelve las siguientes operaciones con monomios y polinomios:
4) (x*+18xy + 2y*- 6) + (10x> —xy — 8y’ + 5) =
5) (4x +5x°—3) + (8x + 2 -3x°) + (8X° — 6x + 3) =

6) (2a’-3a’-2a)— (a* - 10a’ +16) =
7)  (7x*-8+10x°—3x) — (2x° — 7 +4x — 5x%) =

8) (X*—3xy+y)(2x-3y+2)=
9) 3x(@x-8)=
10) (x + 5a)(x — 4a)=

-80a° -16a* + 64a% -32a _

11
) -8a

2x5+3x4+x3+4x2+x+3_

12)
x3 +2x% -1

x3 +4x? -25x +12

13
) x-3

6a° -10a -10a-2 _

14)
3a+1

12p3-25-20p +17p%

15)
3p+5

En cada caso, determina el perimetro y area de las siguientes figuras:

d=2x"-8x+6

16)
X2 + 5x +12
17)
325X + 4 3x?—5x+4
4%% +8x -7
18)
19)
4x -5
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Il PRODUCTOS NOTABLES

Resuelve los siguientes productos notables:
1) (c+dy’=

2) (3x+4y)(3x—4y) =
3) (@°+2b)’=

4) (x+3)(x+4)=

5) (2m—-n)®=

6) (9+2x)(9—-2x)=
7) (4a®-3p°)*=

8 (x+8)(x-5)=

9) (2x*+8)°=

10) 04 + 3y )° =

P
11) €a2+3p? =
12) -3 %+3 =
13) &+2y° =

14) €+2 & +4 -

En cada caso, halle una expresién para la longitud del lado del cuadrado:

1)
Area
y2 + 6y +
9
2)
Area

36%° — 60X + 25

Dadas las expresiones para el &rea de un rectangulo y la longitud de uno de sus lados, halle una expresion para

el otro lado:
y+3

1)
Area
VP + Ty +12
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2)

Area
x? + 3x — 10

Determina el lado desconocido de un triangulo sabiendo que su perimetro ésta dado por: 4x% + 3x — 1.

2x°—1 X*+ X

V. FACTORIZACION.

FACTOR COMUN MONOMIO

Halla el factor comun de los siguientes ejercicios:

6x—12 =

24a—12ab =

14m°n + 7mn=

8a® - 6a° =

ax+bx+cx=

b* —b®=

14a-21b + 35 =

20x —12xy + 4 xz =

© o N gMWINIF

. 1Ox2y - 15xy2 + 25xy=

10. 2x* + 6x + 8x° — 12x* =

11. 15x* - 12x* + 35x° -27x =

FACTOR COMUN POLINOMIO

Encuentra el factor comun:

12.

ax+1)+b(x+1)=

13.

X“(p+a)+y (p+q) =

14.

(1-x)+5c(1-x)=

15.

(X + y)(n+1) — 3(n+1)=

16.

a(a + b) — b(at+b)=

17.

m(2a+b)+p(2a+b)=

18.

(@® +1) — b(a® +1)=

19.

(a+t)(@a-1)-2((@-1)=

20.

a2 +x) —(2+x)=

21.

2x+3)8-nN-(2x+5)(@B-r) =

FACTORIZACION DE UN TRINOMIO DE LA FORMA x* + bx + ¢
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Ejercicios: Factoriza los siguientes trinomios en dos binomios;

22. x> +4x +3 =

23. b>+8b + 15 =

24, 1° —12r + 27 =

25. h?> = 27x + 50 =

26. X° + 14xy + 24y°=

27. x> +5x +4 =

28. a°+7a+10 =

29, x> —x-2=

30. s°—14s + 33 =

31. y*—3y—-4-=

32. m?+19m +48 =

33. x*—12x +35 =

34, x%-12x +36 =

FACTORIZACION DE UN TRINOMIO DE LA FORMA ax’ + bx + ¢

35. 5x° + 11X + 2 =

36. 4x° + TX +3 =

37. 5+ 7b +2b% =

38. 5¢% + 11cd + 2d° =

39. 6x° + 7TXx -5 =

40. 3m*—7m —20 =

41. 5%° + 3xy — 2y2 =

42. 6a*-5a—-21 =

43. 3a% + 10ab + 7b° =

44. Ah* +5h+ 1=

45, 7x* —15x +2 =

46. 2x° +5x — 12 =

47. 6a% + 23ab — 4b® =

48. 8x°—14x + 3=

49. 7p*+13p-2=

50. 2x° — 17xy + 15y* =

51. 4x° + 4xy +y2=

FACTORIZACION DE LA DIFERENCIA DE DOS CUADRADOS

Ejercicios:

52.

9a®— 25b% =

53.

4x* - 1=

54.

36m?n®—25 =

55.

169m? — 196n° =

56.

9 .. 49, _
25 36

57.

3x°-12 =

58.

8y’ —18 =

59.

16x% — 100 =
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60. 9p° — 40¢° =
61. 49x* — 64t° =
62. 121x° — 144K* =
63. 36x° — 25y° =
64. 5—180f* =

65. 4a° — 162a° =

66. 25x°- 16y* =

FACTORIZACION DE LA DIFERENCIAS DE CUBOS a° - b®.

67. 64 —X =

68. 27m> + 8n° =
13 8 _

69 gX + E -

70. 8 a’0% + 27 =

71. x° - y6 =

3 1 _
72.x-64—

73. x° + 125 =

74. 343x° -8 =
75. X%y’ + 216 =
76. 21622 —8b° =

Escribe en el paréntesis el término que hace que cada proposicion sea verdadera.
a) (a-T)(a+7)=a2—( )

b) (m?*-3n) (m*+3n)=( )-9n2

A y+3)y+N=y+( )+2l

d) Bp-1) @p+T)=9p*+(  )+()

e)3p+18=3(( )+( ))

f) 15yz + 5y%z® = ( ) (3 +yz)

g9-p =3+( N ) -p)

h) 49m® - 64n* = (( ) +8n%) (( )-( )

V. Lenguaje matematico.

Traducir cada una de las siguientes frases en una expresion matematica:

1. Un nimero aumentado en seis.

2. Un ndmero disminuido en tres.
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3. Cinco veces un numero.

El doble de un nimero
aumentado en 8.

5. Eltriple de un nimero
disminuido en 6.

6. Laedad de un nifio hace 5
afos.

7. Un ndmero aumentado por el
doble de si mismo.

8. Un numero multiplicado por tres
veces el numero menos dos.

9. Un tercié de un namero.

10. El doble de un nimero
aumentado en la mitad del
mismo ndmero.

VI. PROBLEMAS QUE DAN ORIGEN A ECUACIONES DE PRIMER GRADO.

1) Un numero excede a otro en 5y su suma es de 29, ¢ Cuéles son?

2) La diferencia entre dos numero es de 8. Si se le suma 2 al mayor y el resultado sera tres veces el menor.
Encontrar los nimeros.

3) ¢Cuales son los nimeros cuya suma es 58 y su diferencia 287

4) Si a 288 se le suma un cierto nimero el resultado es igual a tres veces el exceso del nimero sobre 12.
Encontrar el nUmero.

5) En una escuela, la mitad de los alumnos menos seis poseen automoviles. El total de automdéviles propiedad
de los alumnos es de 198. ¢ Cuantos alumnos hay en la escuela?

6) El peso maximo permitido en un elevador es de 1500 libras.
a. ¢Cuantos adultos y nifios pueden soportar si el peso promedio por adulto es 150 libras y por nifio
es de 40 libras?
b. Sise suben 10 nifios, ¢ Cuantos adultos pueden subir?
c. Siningun adulto se sube, ¢ Cuantos nifios pueden subir?

7) La compafiia manufacturera Mirada fabrica sacapuntas. A la compafiia le cuesta $105.00 hacer cada
sacapuntas eléctrico y los vende a $270.00.
a. ¢Cual es la ganancia total en funcién de los sacapuntas?
b. ¢Cuantos sacapuntas deben ser vendidos para tener una ganancia de $2,000,000.00 de pesos?
c. ¢Cual es la ganancia sobre 50,000 sacapuntas?

8) Una llave puede llenar un depdsito en 4 minutos, otra llave en 8 minutos y un desagiie puede vaciarlos,
estando lleno, en 20 minutos. ¢En cuanto tiempo se llenara el depdsito, si estando vacio y abierto el
desague se abren las dos llaves?

9) Un parque de diversiones cobra $60.00 por personas, pero tiene boletas de promocién a mitad de precio. Si
en un dia se obtuvieron ingresos de $29,220.00 al vende 549 boletos. ¢ Cuéntos boletos de cada tipo fueron
vendidos?

10) Si un rectangulo tiene una longitud que es tres centimetros menor que cuatro veces su ancho y su
perimetro es 19 cm. ¢ Cudles son las dimensiones del rectangulo?

11) En un triangulo rectangulo, uno de sus angulos mide 15° mas que dos veces el otro angulo agudo. ¢,Cudl es
el valor de cada angulo?
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12) La suma de las edades de mis tres hijos es de 22 afios. Si el mayor tiene tres amos que el segundo y el
doble de la edad del tercero. ¢,Cual es la edad de cada una de ellos?

13) Kara viajo 75 millas y su velocidad promedio fue de 55 millas por hora. ¢ Cuantos horas mas debe conducir
Kara para recorrer un total de 350 millas?

14) Cuando Luis venda 2 cubetas mas, habra vendido 3 veces la cantidad de cubetas que vendié José. Si Luis
ha vendido 19 cubetas, ¢ Cuantas vendié José?

15) La longitud total de un camino nuevo sera de 18 millas Las tres primeras millas de este nuevo camino ya
estan pavimentadas. Si cada dia se terminan el mismo numero de millas, ¢Cuantas millas se necesitan
pavimentar por dia para terminar el camino en 5 dias?

16) El nimero de varones en el club de tenis es 10 mas que la mitad del nimero de mujeres. Si hay 30
varones, ¢ Cuantas personas, entre hombres y mujeres, hay en el club?

17) Un cajero trabaja a un ritmo de 3 minutos por cliente, y otro cajero trabaja a un ritmo de 2 clientes por
minuto. ¢ A cuantos clientes atienden en una hora?

18) Separar 53 en dos partes en tal forma que la mayor tenga 3 unidades méas que la menor.

19) Un maestro carpintero y su ayudante trabajaron en una obra por seis dias y ganaron $ 192.00. El maestro
carpintero tiene un salario de $ 8.00 mas por dia que el de su ayudante. ¢ Cuanto gana cada una por dia?

20) Un equipo de beisbol hizo 17 carreras en tres juegos. En el primer juego hizo 5 carreras y en el segundo
hizo el doble de las que logré en el tercero. ¢ Cuantas carreras hizo en cada juego?

21) Suponer que una agencia de alquiler de automoviles cobra $20 por dia 'y 22 centavos por milla ¢Qué tan
lejos podemos viajar en un dia por $ 130?

22) Sus primeras dos calificaciones en matematicas fueron 77 y 65. ¢ Qué calificacion necesita en el tercer
examen para tener un promedio de 75?

23) Un cajero conté 248 billetes de $ 200 y $ 50 y en total hay $ 22, 150. ¢, Cuantos billetes de $ 200 y de $ 50
hay?

24) Dos monedas raras tienen un valor de $ 90, si el valor de una de ellas es una y media veces el valor de la
otra ¢ Cuanto vale cada moneda?

PROBLEMAS EXTRAS

1) Departamento Incognita.

25) En el plano de un departamento, la cocina es cuadrada y mide x+6 de lado, la recamara tiene el mismo
ancho que la cocina y su largo excede en 2x unidades su ancho. El otro lado del bafio mide un tercio del

largo de la recamara y su ancho es igual al de los cuartos anteriores como se puede advertir en el plano.
Finalmente, el area de la sala es x2+14x+48 y su ancho es también x+6.
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cocina comedor bafio

sala recamara

26)
Determina:
a) La expresién que da el area de la cocina.
b) El area del comedor.
c) Sielvalorde x es de 2 metros, calcula las dimensiones del departamento y comprueba las expresiones
gue obtuviste.

2) Los peluqueros atribulados

Un peluquero atiende un promedio de 72 clientes por semana y cobra $18 por cada corte. Quiere
aumentar sus ingresos y piensa que puede lograrlo subiendo los precios, pero estima que por cada
incremento de $2 en el precio por corte perdera 5 clientes.
Cuestionario
(1) Haz una tabla que contenga las columnas de numero de incrementos de $2, de precio por
corte, de nimero de clientes, de ingresos, de primeras diferencias de ingresos y de segundas
diferencias de ingreso. Explica el significado de los valores que obtuviste en las dos ultimas
columnas.
(2) Traza la gréfica de nimero de clientes versus ingresos.
(3) Trazala grafica de precio por corte versus ingresos.
(4) Traza la gréfica de nimero de incrementos de $2 versus ingresos.
(5) ¢Cudles son los precios que puede cobrar para tener ingresos mayores a los actuales?
(6) ¢En qué condiciones tiene ingresos nulos?
(7) ¢En qué conjuntos de valores las graficas son crecientes? Explica lo que significa cada caso.
(8) ¢En qué conjunto de valores las graficas son decrecientes? Explica lo que significa cada caso.
(9) Interpreta la pendiente del segmento entre dos valores consecutivos en cada una de las
gréficas.
(10) ¢Qué precios debe cobrar si quiere tener ingresos superiores a $1000 semanales?
(11) ¢Cuénto debe cobrar por corte de pelo para obtener los mayores ingresos semanales?
(12) Escribe tres preguntas sobre el caso del peluguero, y respéndelas.
(13) Inventa un problema inspirado en las tribulaciones del peluquero, incorporando otros factores
gue lo hagan méas real. De ser posible consulta con un peluquero.
(14) ¢Otro peluquero?
Otro peluquero atiende un promedio de 72 clientes por semana y cobra $18 por cada corte.
Quiere aumentar sus ingresos y piensa que puede lograrlo subiendo los precios, pero estima
que por cada incremento de $1 en el precio por corte perdera 6 clientes.
Elabora un cuestionario similar al del problema del otro peluquero y determina el precio que
debe cobrar para obtener los mayores ingresos semanales.

3) Identidades algebraicas
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Observa cuidadosamente las siguientes figuras y establece la relacion que hay entre cada figura y la
identidad algebraica correspondiente. Redacta un parrafo para cada figura y destaca en tu descripcion
los elementos que te ayudaron a establecer la relacion.

@ a b c X X2 ax

X a

X ax bx CX b bx ab
X(at+b+c) = xa + xb + xc (x+a)(x+b) = x? + ax + bx + ab
o——" A T
a a(atb) a az2 ab
b | b(a+b) b ab b2
(a+b)® = a(a+b) + (a+b)b (a+b)? = a® + 2ab +b?
A b i,
b2
a
o ——¥
a-b
v Vv
a b
(a-b)? = a* -2ab + b? a’ - b? = (a+b)(a-b)
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@ b ab
ab a
(a-b) 2
a ab
ab b
b a

(a+b)? - (a-b)? = 4ab
(8) Establece las identidades algebraicas que son ilustradas por las siguientes figuras.
5 X
O <> 0
X X
@ a b X
X

2X
K ka kb y

@<b a > @ a b
a- b > 4

c

(9) Representa por medio de figuras las siguientes identidades algebraicas:

a) (x+3)(x-2) EX* +x - 6

b) (a-b)(2a-b) = 2a” - 3ab + b2

c) (a+b+c)® = a® + b® + ¢ + 2ab + 2bc + 2ac

d) (a+b)(x+y+z) =ax +ay + az + bx + by + bz
(10) AB es un segmento de recta con punto medio en C, que se prolonga por B hasta D. Dado que AD =
2AB, representa por medio de una figura la relacion AD*BD = 8AC”. Establece la identidad algebraica
correspondiente, con AC=x.
(11) A, B, C, D son cuatro puntos colocados en orden sobre una linea recta. Representa por medio de
una figura la relacion AC*BD = AB*CD + AD*BC. Te ayudara rebautizar a los segmentos AB, BC, CD
como X, Y, z, respectivamente. Establece la identidad algebraica correspondiente.
(12) El segmento AB, con punto medio en C, se prolonga por B hasta un punto cualquiera D.
Representa por medio de una figura AC*AD = CB*BD + 2AC”. Establece la identidad algebraica
correspondiente.
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UNIDAD lll. FUNCIONES Y ECUACIONES LINEALES.

COMPETENCIA PARTICULAR DE LA UNIDAD:

Emplea las funciones y ecuaciones lineales en la solucién de problemas que se presentan en su entorno
académico, personal y social.

RAP 1.

Identifica elementos de las funciones lineales a partir de representaciones tabulares, graficas y algebraicas en
su ambito personal y social.

SISTEMA DE COORDENADO CARTESIANO

EJEY 4 1
CUADRANTE Il CUADRANTE |
4 Unidades a Coordenada x (a,b)
T - ~ Coordenada y
DZERR EJEX
Origen T Unidades b
CUADRANTE Il CUADRANTE IV 0 >

EJEMPLO

Localizar cada uno de los siguientes puntos en la grafica:
A (-3,2) B (3-,2) C(-2,-2) D(3,0) E(0,-2) F(I13.27)

SOLUCION:

Para localizar el punto A (-3,2), comenzamos en el origen y vamos ala izquierda de tres unidades y luego dos
unidades hacia arriba. Un procedimiento semejante permitira localizar otros puntos. Notese que la localizacion
del punto F si es "aproximadamente” (11 3.27).

M
T

s .
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Ejemplo

Trazar una grafica que represente las soluciones de cada una de las siguientes ecuaciones.

y = 2X

y =2x+3

x/2+2y/3=4

Soluciones

El procedimiento fundamental es hallar un nimero de puntos sobre la grafica y luego trazar una recta a través

de ellos. Para encontrar estos puntos seleccionamos al azar algunas soluciones de la ecuacién y las
combinamos en una tabla.

a) y=2x g /

-2]-4]-6

Para determinar las soluciones, escogemos un valor para “x“ y lo sustituimos en la ecuacién para hallar un valor

correspondiente de “y”. Por ejemplo si x=0, entonces y=0, si x=5 entonces y=2(5)=10. También podriamos

“w “y "

haber seleccionado un valor para “y” y luego determinar el valor correspondiente de “x

b) y=2x +3 5

x| 0 2[-32 4
y[3[5[7]1 [1]0

=

N
1

=
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c)f+?:4 \\\ﬂ
x|ol[8l4a]2 [-1 5 \\
yl6[o[3]92] 274 4 N
: Y
1 \\ X
Iﬁ 87654 B 2 41 4 1
: N

GRAFICAS DE ECUACIONES LINEALES

La gréafica de las soluciones de cualquier ecuacién de la forma
y=mx+Db

O mas generalmente,

ax+by=c
Donde a y b no son ambas iguales a cero, es una linea recta

Ejemplo

La compafiia ZARDOS esta planeando producir pizzas cuadradas. A la compafiia le costara $2hacer cada pizza
y las venderé a $5 cada una.

Escribir una ecuacién que describa la ganancia por la venta de pizzas.

Graficar la ecuacion

¢,Cuanto se puede ganar con 50 pizzas?

¢,Cuantas pizzas deberan ser vendidas en un dia para tener una ganancia de $300?

Soluciones

Sea x el nimero de pizzas vendidas.
Ganancia= Ingreso-Costo

P=5x-2x

P=3x
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En la gréafica observamos que 50 pizzas daran una ganancia de $150. La ecuacion da p=3 (50)= $150
En la gréafica observamos que 100 pizzas daran una ganancia de $300, y de la ecuacién tenemos
300=3x, o sea, x=100

Yo —y1 _ cambiovertical desnivel
Xo —X; cambiohorizontal corrimienb

Para cualquier recta no vertical, la pendiente de la recta es m=

Para cualesquiera dos puntos (X1,y1) Y (X2,Y2) sobre la recta

Ejemplo

Hallar la pendiente de las rectas indicadas en cada caso

a) b)
_ ) _
g7, / g7,
(o) \‘\ (o)
- ./ \‘ -
1) / 1)
D / \\ »)
e WY
4 R
v N
4 N
I N
/] = _l O g = _l \'\‘
L8 I
4 ™
/ ¥ b h
/. . .
4 i i
/ wl wl
c) y=2x+1 d) 3y+6x=12
Soluciones:

Sea
(-2,0)= (X1,y1)
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(4,8)= (X2,Y2)

Entonces
Pendiente= Y2V
X, =X,
Pendiente= °_°
4-(-2)
Pendiente= § = i
6 3

Nota: No importa a cual punto le llamamos (X4,y1) . Esto es si (X1,y1)= (4,8) y si (X2,¥2)= (-2,0), entonces

Pendiente= ﬁ = j = i
-2-4 -6 3

Sea

(Xl!yl): (410)

(XZ'YZ) = (013)

Entonces

Pendiente= Y=Y
X, =Xy

Pendiente= 3-0 = i = j
0-4 -4 4

Podemos elegir cualquiera dos puntos sobre la recta y=2x + 1. Las intercepciones servirdn muy bien, (0,1) & (-
1/2,0).

Sea

(x1,y1) = (0,1)

(X2,Y2) = (-1/2,0)

Entonces

0-1 -1
-1/2-0 -1/2
Pendiente= 2

Pendiente=

Notase que la pendiente m es el coeficiente de 2x. Recuérdese que la forma pendiente intercepcién de una
recta es y=mx+b. De aqui la pendiente= 2 = m y la ordenada y de la intercepcién en el eje y es 1, que es b en
la ecuacion.

Elegimos cualesquiera dos puntos de la recta 3y+6x =12, digamos (0,4) y (1,2).
Sea

(X1,y1)=(0,4)
(X2,Y2)=(1,2)

Entonces
Pendiente= 2-4 = -2 =-2
1-0 1
Escribamos 3y+6x=12 en la forma y= mx + b resolviendo para y:
3y +6x=12
3x =-6x +12
y=-2x+4
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Nétese nuevamente que la pendiente es el coeficiente de x. Pendiente=m=-2. La intercepcionyes (0,4)yb =4
Delos ejemplos anteriores podemos deducir los siguientes:

PENDIENTE E INTERCEPCION Y DE UNA RECETA

Si la ecuacion de una recta esta en forma y=mx + b entonces m es la pendiente y (0,b) es la interseccion con
el ejevy.

Sim es la pendiente y (0, b) es la interseccién en el eje y para una recta dada, entonces la ecuacion de la recta
es y=mx+b

Por esto la ecuacion linea y=mx + b se llama pendiente-interseccion

Considere el siguiente conjunto de 2 ecuaciones lineales

ax + by=e

cx + dy=f
La gréfica de estas ecuaciones es una recta. Un sistema de 2 ecuaciones y 2 variables se denomina linea de
2x2. La pareja de valores (x, y) que satisfacen simultdneamente las 2 ecuaciones se llama la solucion del
sistema. Estos valores de x & y son las coordenadas del punto de interseccién de las 2 rectas.

RAP 2.
Elabora modelos que den lugar a ecuaciones y/o sistemas lineales a partir de situaciones de la vida cotidiana y
las ciencias.

METODOS PARA RESOLVER UN SISTEMA LINEAL DE 2x2

A. Graficacién
1.- Grafique cada ecuacién lineal
2.- Estime las coordenadas del punto de interseccién

Sustitucion
1.- Despeje una variable de una de las ecuaciones
2.- Sustituya la expresion de esta variable en la otra ecuacion

O bien

1.- Despeje la misma variable en cada ecuacién
2.- lguale las 2 cantidades

Luego

3.- Resuelva la ecuacién lineal resultante

4.- Sustituya la ecuacién del paso 3 en una de las ecuaciones originales y despeje la segunda variable.
5.- Compruebe los valores de x & y en las 2 ecuaciones originales

6.- Plantee las soluciones

C. Adicién (eliminacién)

1.- Escriba ambas ecuaciones en la forma Ax + By = C

2.- Multiplique una o varias ecuaciones por un numero tal que los coeficientes de una variable seran los mismos
y opuestos el uno al otro.

3.- Sume o reste las 2 ecuaciones para obtener una nueva ecuacién en una variable

4.- Despeje la variable de la nueva ecuacion

5.- Sustituya el valor de una de las ecuaciones originales y despeje la segunda variable

6.- Compruebe el valor para x y y en las 2 ecuaciones originales

7.- Plantee las soluciones
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EJEMPLO

Resolver cada uno de los siguientes sistemas lineales por el método de sustitucién o el de adicion.

a) 2x-3y=7 b) 3x-y=2
-2X + 4y = -8 Xx—=3y=-10

SOLUCIONES

2x-3y=7

-2X + 4y =-8

En este problema, despejar x 0 y en una de las ecuaciones para sustituir en la segunda ecuacion implica
calculos con fracciones. Por ejemplo, en la primera ecuacion x= (3y + 7)/12 y y= (2x = 7)/3.
Probaremos el método de adicion:

2x—-3y=7 Los coeficientes de los términos x son opuestos
-2y +4y =-8
O+y=-1 Se suman las dos ecuaciones
y=-1 Se despeja 'y
2x=3(-1)=7 Se sustituye y =-1 en la primera ecuacién y se despeja X
2x=4
X=2
Comprobacién six =2y y = -1, entonces
2(2)-3(-1)=7 y 2(2)+4(-1)=8
4+3=7 -4—-4=-8
7=7 -8=-8

Lasolucibnes x=2 &y=-10sea(2,-1)

xX-y=2
X-3y=-10

Observamos que el coeficiente de x en la segunda ecuacién es 1. Por lo tanto debera ser facil el método de
sustitucion:

xX-y=2

X—-3y=-10

X=3y-10 Se despeja x en la segunda ecuacion.

3@y—-10)-y=2 Se sustituye x en la primera ecuacion y se despeja y.

9y-30-y=2
8y =32
Y=4

x—(4)=2 Se sustituye y =4 en la primera ecuacion y se despeja x
8y =32
Y=4

x—(4)=2 Se sustituye y =4 en la primera ecuacion y se despeja x
3x=6
X=2

Comprobacion: Si x =2 & y = 4. Entonces
3(2-4=2

6-4=2

2=2

Y 2-3(4)=-10
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2-12=-10
-10 =-10
La solucibnes x=2 &y =4, 0sea (2,4)

LA GEOMETRIA DE DOS RECTAS

Dadas dos rectas, una de estas tres posibilidades debe ocurrir:

1. Las dos rectas son diferentes y se intersecan en un punto

2. Las dos rectas son paralelas y diferentes, por lo tanto no se intersecan

3. Las dos rectas son la misma, por lo tanto no tienen un namero infinito de puntos en comun.
4. La contraparte algebraica de estos fendmenos se presenta en el siguiente ejemplo.

Ejemplo
Resolver cada uno de los siguientes sistemas graficando y por medio de un método algebraico.
a. 3x+2y=4 b.3x+2y=4 c.3x+y=3
6x +4y =21 6x +4y =8 5x+2y=5
SOLUCIONES:
a.-
3x+2y=4
6x +4y =21

6x +4y =8 Se multiplica la primera ecuacion por 2
6x+4y =21 Seresta

0=-13 una contradiccion

Como se obtuvo una contradiccion no existe una solucién como se observa en la grafica. Las rectas son
paralelas (las pendientes son -3/2), asi que no ahi punto de interseccion, o no hay solucién. Si un sistema de
ecuaciones no tiene solucion, el sistema se llama inconsistente.

b.-
3x+2y=4
6x+4y =8
6x +4y =8 Se multiplica la primera ecuacion por 2
6x +4y =8 Se resta
0=0

Sin embargo 0 = 0 es siempre cierto. De modo que cualquier pareja de nimero que sea una solucién a una
ecuacion también es una solucién a la otra ecuacion. Eso también puede verse en la grafica, la cual muestra
gue las rectas coinciden. Por lo tanto, tienen un nimero infinito de puntos en comdn o un ndmero infinito de
soluciones.

C.-
3x +y =3 Ecuacién 1
5x + 2y =5 Ecuacién 2

y=3-3x se despeja y en la ecuacion 1
5x+2 (3-3x)=5 se sustituye en la ecuacion 2
5x+6 -6x=5

x=-1 se despeja x

X=1

51)+2y=5 se sustituye x =1 en la ecuacion 2
Y=0 se despeja 'y
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La solucibn esx =1 & y =0, o sea (1,0). Esto se puede ver en la grafica, la cual tiene un punto de interseccion
0 una solucién.

Dos rectas diferentes pueden intersecarse en, a lo mas un punto, asi un sistema lineal de 2x2 tiene a lo mas
una solucion. Un sistema lineal de 2x2 puede no tener solucién si las dos rectas son paralelas o un niamero
infinito de soluciones si las dos ecuaciones son realmente dos representaciones de la misma recta y por lo tanto
no son rectas diferentes.

SISTEMAS LINEALES DE 3x3

La gréfica de la ecuacién ax + by + cz = m, no es una recta. En un plano de tres dimensiones. Sin embargo,
todavia nos referimos, al siguiente sistema de ecuaciones en tres variables.

ax+by+cz=m
dx+ey+fz=n
gx+hy+iz=p

Como un sistema lineal de 3x3. Cada variable es de primer grado. Tal sistema puede resolverse utilizando el
método de adicion, como hicimos para un sistema lineal de 2x2.

PROCEDIMIENTO PARA RESOLVER UN SISTEMA LINEAL DE 3x3

1. Utilice cualesquiera dos ecuaciones y elimine una de las tres variables utilizando el método de adicion.
Llame a esta ecuacion 4.

2. Repita el paso 1 utilizando una pareja diferente de ecuaciones para eliminar la misma variable... Llame a
esta ecuacion 5.

3. Resuelva el sistema de 2x2 formado por las ecuaciones 4 & 5

4. Utilice las soluciones del paso 3 para sustituir en una ecuaciéon original y obtener el valor de la tercera
variable.

5. Compruebe las soluciones en las ecuaciones originales.

EJEMPLO

Resolver cada sistema lineal de 3x3.

a.- X+y—z=-2 b.- 2Xx—y+z=-1
2x+z =7 X+y—-2z=5
X+y+3z=10 X—4y—-3z=-4
Soluciones:
a.-
X+y—z=-2 Ecuacién 1
2x+z =7 Ecuacion 2
x+y+3z=10 Ecuacién 3
Paso 1:
X+y—-z=-2 Trataremos de obtener 2x2 en x & y por
2x+z =7 eliminacién de z
3x+y=5 Ecuacion 4 Sume las ecuaciones 1 & 2 para

obtener una ecuacion lineal en x & y

Paso 2:

3x+3y—-32=-6 Multiplique las ecuaciones 1x3.
X+y+3z =10 Copie la ecuacion 3.

4x + 4y =4 Sume estas 2 ecuaciones.
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X+y =1 Ecuaciéon 5 Divida ambas partes entre 4.

Paso 3: Despejar x & y de las ecuaciones 4 & 5.

3x+y=5 Ecuacién 4

X+y=1 Ecuacién 5

2x=4 Reste la ecuacion 5 de la 4

X=2 Substituya x = 2 en la ecuacion 5

Y=-1 para encontrar a y.

Paso 4:

2+(-1)-z=-2 Substituya x & y en la ecuacion 1
Z=3 Despeje z

Paso 5: Comprobacion: Six =2,y =-1, & z = 3, entonces
2+(-1)-(3)=-2 y 22)+3=7 y 2+(-1)+3(3)=10
2=-2 7=7 10=10

Lasolucibnesx=2,y=-1,&z=3

b.-

2x—y+z=-1 Ecuacion 1
X+y-2z=5 Ecuacion 2
X—4y—-3z=-4 Ecuacion 3

Paso 1:
2X—y+z=-1 Elimine y & obtenga un sistema lineal
X+y-2z=5 de2x2enx &z

3x—-z=4 Ecuacion 4 Sume la ecuaciéon 1 & 2

Paso 2:
Ax + 4y — 8z =20 multiplique la ecuacién 2x4
X—4y—-3z=-4 Ecuacion 5 Sume estas 2 ecuaciones

Paso 3:

Se despejan X & z

3x—-z=4 Ecuacion 4
bx-11z=16 Ecuacién 5

-33x + 11z = -44 Multiplique la ecuacién 4 por -11
5x —11z =16 Ecuacion 5

-28x = -28 Sume estas 2 ecuaciones
X=1 Despeje x
Z=-1 Despeje z substituye x en la ecuacién 4

Paso 4:
2Q)-y+(-1)=-1 Substituya x & z en la ecuacion 1
Y=2 Despeje y

Paso 5: Comprobacion: Six=1,y=2 &z =-1, entonces
20)-2+(-1)=-1 y 1+2-2(-1)=5
-1=-1 5=5
y 1-4(2)-3(-1)=-4
4=-4

Lasolucibnesx=1.Y=2&z=-1
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RAP 3.
Utiliza modelos en la solucion de problemas que den lugar a ecuaciones y sistemas lineales en situaciones de
la vida cotidiana y las ciencias.

EJEMPLO

Usted esta promoviendo un concierto para cierto grupo musical en un auditorio con 10 000 lugares. La mayoria
de los conciertos cobran $ 10 por los lugares reservados 'y $ 7 por la admision general y el promotor es el que
determina el nUmero de cada tipo de lugares. El grupo musical cobra $ 40 000 por la funcién. Los gastos de
usted son de $ 20 000. ¢ Cuantos lugares debera asignar como reservados si desea tener una ganancia de $
30 0007?

Soluciones
Hay 2 posibilidades:

Una ecuacion lineal: Los gastos son de $ 40 000 + $ 20 000 = $ 60 000. Si r es igual al nimero de lugares
reservados, entonces 10 000 —r es el niumero de boletos de admisién general. Por lo tanto:

10r + 7(10 000 —r) — 60 000 = 30 000

(Ingresos) (Costos) (Ganancia)
10r — 7r = 30 000 — 10 000

3r =20 000

R = 6667

Un sistema lineal: aqui hay realmente dos variables:
R = ndmero de lugares reservados
G = nimero de admision general

El sistema lineal es

R+g =10 000 Ecuacién 1 para los lugares

10r + 7g — 60 000 =30 000 Ecuacién 2 para la ganancia

7r+7g =70 000 Ecuacién 1 Multipliquese x la ecuacion 1 por 7

10r + 7g =90 000 Ecuacién 2 Reformule la ecuacion 2

-3r =-20 000 Se resta

R = 6667

G = 3333 Sustituyase r en la primera ecuacion para obtener g

De aqui g = 3333 lugares de admisién general y r = 6 667 lugares reservados.
Compruebe la solucion.

EJEMPLO

Una planta procesadora de alimentos pretende fabricar 900 galones de almibar que contiene 50% de azlcar.
Tiene en existencia almibar que contiene 70% de azucar, y otro con 20% de azucar. ¢Cuantos galones de
almibar al 70% y del almibar al 20% deberan ser utilizados para fabricar 900 galones de almibar al 50%7?

Soluciones
Utilizando x como el numero de galones de almibar al 70% resolvemos la ecuacion lineal.
0.70x + 0.20 (900 — x) = 450

Nuevamente hay aqui dos variables: x igual al nimero de galones de almibar al 70%

X +y =900 900 galones de almibar
0.70x + 0.20y = 0.50 (900) Cantidad de azucar en almibar
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Nota: sustituyendo 7 = 900 — x en la segunda ecuacién obtenemos la ecuacioén lineal anterior. Por el método de
adicién obtenemos

0.20x + 0.20y = 180 Multipliquese la primera ecuacién por 0.20
0.70x + 0.20y = 450

-0.50x =-270 Se resta

X =540 Galones

Y =450 Galones

Compruebe la solucién. 540 galones de almibar al 70% y 450 galones de almibar al 20% se necesitan para
hacer 900 galones de almibar al 50%

EJEMPLO

Usted y su amigo desean verse. Usted vive en Cincinnati y el vive en Cleveland, a una distancia de 249 millas.
Usted puede manejar hacia Cleveland a una velocidad promedio de 55 millas por hora, y el puede manejar a
una velocidad promedio de 45 millas por hora. Usted sale al mediodia y el a la 1:00 PM. ¢A qué hora se
encontraran?

Soluciones
Sea x igual a su tiempo. Entonces el tiempo de su amigo es x — 1, ya que sale una hora mas tarde. De este
modo:

55x + 45(x-1) = 249
(su distancia) (la distancia de su amigo) distancia total

100x — 45 = 249
100x = 294

X =2.94 horas

X —1=1.94 horas

Podriamos hacer x igual a su tiempo, y y al tiempo de su amigo. Entonces tenemos el sistema
X-y=1 Usted manejo una hora mas
55x + 45y = 249 La distancia total es de 249 millas

Sustituyendo y = x — 1 en la segunda ecuacion nuevamente llegamos a la ecuacion lineal original: 55x + 45(x —
1) = 249. El método de adicién también funciona:

45x — 45y = 45 Se multiplica por 45

55x + 45y = 249

100x =249 Se suman las 2 ecuaciones
X = 2.94 horas, su tiempo

Y = 1.94 horas, el tiempo de su amigo

Compruebe las respuestas.

Para las aplicaciones que hemos estudiado hasta ahora, podriamos resolver los problemas utilizando un
sistema lineal con dos incégnitas o una ecuacion lineal con una incégnita. Sin embargo hay problemas en
donde las dos variables son obligatorias.

EJERCICIOS

1. Resuelve las siguientes ecuaciones.
a) -3x+7=5x+13
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b) 101x +102 = 103x + 104

c) 0.3x—-0.24=0.2x + 0.09

d) 0.02x+3.75=0.8x-0.15
e) 3x-4)=-4

f) -2(x+5) =30 —x

g ax—-b=cx+d

h) ax+bx+c=dx+ex-f

i) 8Bx-5)—-4(2x+3)=12
) 5(x+4)=-2(x-3)

k)Y A=%h(B +Xx)

) s=4nx+8x

m) 3Xx—-9=x+3

n 2x-5=5x+4

0) 2(x-1)-5=3(x-1)-10
p) 2€&-1-5=3&-1>10

q) 3p&-1>-4 -6=2&-13}10

2. Determina el valor de x en las siguientes ecuaciones fraccionarias:

a) +-=5

N | X

+5—X:3

6

_8+i 1_31-7x
2x 3x 4x 3 6Xx

NP WX

b)

~ WX

c)

Xx+3 x-4 1 x+1+2x+1
4 9 2 4 9
2 7_ 4 1

5(x+3) 10 3(x+3) 30

d)

e)

5 3 4
- +3= +
2(2x-1) 3(2x-1) 3(2x-1)

7
f Z
) 6

g) Xi_lq_ﬂzz
X— X+1

3
h) x-X=b
a
a

X - X-b
+
b a

=2

) 2y-a4= V"%
2
8+10 B 4Y +8Y

k
) 3 2
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3. Resuelve los siguientes sistemas de ecuaciones por los 5 métodos.
(Suma y resta, igualacion, sustitucion, determinantes y grafico).

a) x+y=10
X—-y=4
b) x-y=10
X+y=4

C) 2x-y=7
3x+4y =16

d 3x+y=7
4x — 5y =3

e) -2y=-6
5x -7y =106

f) 2x=10
7x -5y =-30

g) 3x-2y=1
5x + 4y =9

h) 4x-3y=11
11x + 6y = 16

i) 3x+2y=9
2x -3y =19

) 4x-3y=-1
-3x + 4y =20

k) 5x+3y=13
7x -5y =18

) 3x-7y=6
5x+ 11y =-7

m) 9x +16y =7
4y —-3x =0

n) 6&+4-3¢-6 =12
5€+6 ¥2€y+6 -9

0)

p) 7x+ 9y =42
12x + 10y =-4

X+1=3x-4y

A y+1l=x+2y
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t+2p=3t+4
p-t=14+3p

B

u) 2x-5y=7
-8x + 20y =13

V) Xx+2y=8
5x+10y =8

Resuelva los siguientes sistemas lineales de 3x3 por cualquier método.

X+y+z=1
a) 2x-3y=1
X+4y-z=-8
b) x+y-z=6
X+y+z=12
Xx—3y—-z=10

c) 2x-3y+5z=11
5x+4y—-6z=-5
-4X+7y—8z=-14

d x+y=5
y+z=7
X+z=6

e) Xx+y=5
y+z=7
X+z2=6

)l x—-4y=11
2x+y=4
Xx-3y+z=3

g) 4x+4y-3z=3
2x+3y+2z=-4
3x-y+4z=4

h)

N N«
I I
g~ N

X-
y_
X_

i) 2y—-z=6
y+3z=-4
2X—y+z=-6

) x+y-z=6
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xty+z=12
x-3y-z=10

KY x+y+z=6
X—y—-2=0
X+3y—-2z=11

) 2x-3y+5z=11
5x+4y—-6z2=-5
-4X+7y—-8z=-14

m) 3x—-y+2z=5
2x+3y+z=1
5x+y+4z=8

Problemas sobre ecuaciones y funciones lineales

1.

10.

11.

12.

La suma de las edades de mis tres hijos es de 22. Si el mayor tiene tres afios mas que el segundo y el
doble de la edad del tercero ¢ cudl es la edad de cada uno de ellos?

Un cajero conto 248 billetes. Solo tiene billetes de $200.00 y $50.00 y en total hay $22,150.00 ¢ cuéntos
billetes de $200.00 y de $50.00 hay?

Dos monedas raras tienen un valor de $90.00 Si el valor de una de ellas es una y media veces el valor de la
otra ¢.cuanto vale cada moneda?

Un parque de diversiones cobra $60.00 por persona, pero tiene boletos de promocién a mitad de precio. Si
en un dia se obtuvieron ingresos de $29, 220.00 al vender 549 boletos, ¢cuantos boletos de cada tipo
fueron vendidos?

La férmula para convertir grados Celsius a Fahrenheit es de °F = 9/5 °C + 32 donde °C son los grados
Celsius y °F los grados Fahrenheit ¢(A cuéntos grados Celsius corresponden 32°, 70° y 212° grados
Fahrenheit?

En una ciudad el costo de la electricidad esta expresado por la férmula C = 0.07 n + 6.5, siendo C el costo y
n la cantidad de kilowatt-horas consumidos. Calcula la cantidad de kilowatt-horas que corresponde a costos
de $50.00, $76.50 y $125.00 respectivamente.

Un sefior invirtio $14,000.00, parte al 7% y parte al 12% de interés anual. El ingreso anual debido a esas
inversiones fue de $1,430.00. ¢ Cuanto invirtié en cada una de las tasas?

¢, Cuénta agua se debe evaporar por ebullicion para aumentar la concentracion de 300 litros de sal, del 2 al
3%?

Varias personas avanzan por la carretera a razon de 5 km/h y forman una fila de 3 km de largo. Una de
ellas, Antonio, va hasta el final de la misma. De repente se acuerda que tiene que darle un recado a su
compadre Ricardo, que se encuentra al principio de la marcha. Se sube a una bicicleta y avanza a una
velocidad de 25 km/h. ¢ Cuéanto tiempo le llevara a Antonio llegar hasta donde se encuentra su compadre,
entregarle el recado y regresar hasta el final de la marcha?

Un televisor tiene un costo de $3,250.00, incluyendo el IVA del 15%. ¢ Cual es el precio del televisor sin
IVA?

El duefio de un negocio paga diariamente a sus tres empleados $135.00. Determina lo que gana cada uno,
sabiendo que el primero gana $10.00 mas que el segundo, y éste el doble que el tercero.

Una caja sin tapa se puede hacer a partir de un pedazo rectangular de cartulina, recortando un cuadrado de
lado x en cada vértice del rectangulo y doblando las pestafias que resultan de tal manera que queden
perpendiculares a la base. Si partimos de una cartulina de tamafio carta de 216 por 279 mm:
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a. Escribe una férmula que te permita calcular el volumen de la caja especificando lo que representa
cada variable y sus unidades.

b. Traza la gréafica de la funcién con x como variable independiente en el intervalo que representa el
volumen de la caja.

c. Calcula las dimensiones de la caja que tiene el volumen méaximo.

Problemas sobre sistemas de ecuaciones

1.

10.

11.

Entre 1993 y 1997 el numero de reproductores de discos compactos vendidos cada afio en cierto pais fue
creciendo, y el nimero de tornamesas fue decreciendo. Dos modelos para calcular las ventas son los
siguientes:
a. Reproductores de discos compactos:
b. Tornamesas: Sy =-1700 + 496t
S=1972 — 8t

en donde Sy y S; representan las ventas anuales, en miles de unidades, de reproductores de discos
compactos y tornamesas, respectivamente, y t representa el afio calendario, con t = 3 correspondiente a
1993. Segun estos modelos, ¢cuando se esperaria que las ventas de reproductores de discos
compactos rebasaran a las de tornamesas?

En 10 kg de una aleacion hay 3 kg de zinc, 2 kg de cobre y 5 kg de plomo. En 20 kg de una segunda
aleacion hay 12 kg de zinc, 5kg de cobre y 3 kg de plomo, mientras que en 10 kg de una tercera aleacion
hay 8 kg de zinc, 6 kg de cobre y 6 kg de plomo. ¢Cuantos kilogramos de cada aleacién tendran que
combinarse para obtener una aleacién que por cada 34 kg de zinc, contenga 17 kg de cobre y 19 kg de
plomo?

Supongamos que te ofrecen dos trabajos diferentes para vender material a dentistas. Una compania te
ofrece una comision simple del 6% sobre ventas; la otra compafiia te ofrece un salario de $250 por semana
mas 3% sobre ventas. ¢Cuanto tendrias qué vender en una semana para que la comisién simple sea
mejor?

Un avidn que vuela con viento de frente recorre los 1,800 kilbmetros entre dos ciudades, en 3 horas 36
minutos; en el vuelo de regreso, recorre la misma distancia en 3 horas. Halla la velocidad del avion y la
velocidad del viento, suponiendo que ambas permanecen constantes.

Se obtienen 10 litros de una solucién acida al 30%, al mezclar una solucién al 20% con otra al 50%.
¢ Cuanto se us6 de cada una?

Un rectangulo tiene 92 cm de perimetro y su diagonal mide 34 cm. Halla sus lados.

La hipotenusa de un triangulo rectangulo mide 19.5 m. Si la longitud de cada cateto aumentara 4.5 m, la
hipotenusa aumentaria 6 m. Halla los catetos del triangulo primitivo.

Un jardin de flores rectangular tiene 504 cm? de area y esté rodeado por un camino de 3 m de ancho. El
area del camino es 312 m“. Halla las dimensiones (longitud y anchura) del jardin.

Una pieza rectangular de cartdn tiene 120 cm? de area. Al cortar un cuadrado de 2 cm de lado en cada una
de las esquinas y doblar los lados hacia arriba, se forma una caja abierta de 96 cm?® de volumen. Halla las
dimensiones (largo y ancho) del cartdn inicial.

Un alambre de 120 cm de largo se dobla en forma de triangulo rectangulo cuya hipotenusa mide 51 cm.
Encuentra la longitud de cada cateto del triangulo.

Dos hombres parten de un punto y caminan formando un angulo recto. La velocidad de uno es 1 km por
hora mayor que la del otro. Después de una hora, la distancia entre ellos es de 5 km. Encuentra la
velocidad de cada hombre.
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12. En la terminal de autobuses, los pasajeros pueden contratar una de dos compafiias de taxis. La compafiia
“A” cobra $5 por cada kilometro recorrido, sin costo por el banderazo. La compaiiia “B” cobra $82 por el

banderazo y $2 por cada kilémetro recorrido.

a) Escribe, para cada compainiia, la ecuacién que da el costo de un viaje en funcion de los kilébmetros

recorridos.

b) Traza, sobre los mismos ejes, las graficas de las ecuaciones anteriores, identificalas claramente.
¢) Calcula el costo de un viaje con los recorridos siguientes:

Recorrido en Kilbme

Compainia
Costo en pe

Compaiia
Costo en pe

7

13

22

29

35

d) En general, ¢,en qué compafiia conviene contratar un taxi?

13. Dos tinacos del mismo volumen se vacian uniformemente, mediante llaves de diferente tamafio, de tal
manera que uno de ellos queda vacio en 5 horas en tanto que el otro requiere de 8 horas.

Volumen en liros

Tiempao en horas

a) ¢Cual es la grafica y la ecuaciéon que corresponde a cada tinaco? Explica con palabras lo que

representa cada una de ellas.

b) ¢Cual es la pendiente de cada una? Explica el significado de la pendiente en términos de la

situacion.

¢) ¢ En qué instante tiene uno de los tinacos el doble de agua que el otro?

PROBLEMAS EXTRAS

1. Rectas y sus ecuaciones
(1) ¢Cuél es de cual?

Relaciona las siguientes ecuaciones con su grafica correspondiente y traza la grafica de las restantes.

a) y=x
b) y=-x
C) y=x+2
d y=-2x+2
e) y=2x-2
f) y=2x
g) y=-x-2
h) y=2x+2

i) y=-2x
), y=%x
9 y--1y
) y=-x+2
m) y=-2x-2
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A A A A
>
>
F F
[ ] [ ] [ ] [ ]
A A A A
1
> > —< P >
L1
(2) Encuentra la ecuacioén de las siguientes rectas:
20} 65}
151 6ot
10t
55¢
5t
50t
4 2 0 2 4
X
5 a5}
-10t
407
-15¢
-4 -2 0 2 4
X
20007 2000¢
10001 18007
20 X 60 80 100 16004
0 14001
10007 12001
.2000+7 10007
8001
-30007 /(y
0] 10 20 30 40 50
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(3) Un sencillo baile

Los alumnos del ultimo semestre estdn organizando un baile de bienvenida a los alumnos de nuevo
ingreso. Decidieron contratar a dos grupos de rock y las condiciones de pago que imponen los grupos
son:

El primer grupo cobra 3 000 pesos mas el 40% de lo recaudado por las entradas mientras que el
segundo grupo cobra 6 450 pesos mas el 10% de lo recaudado por las entradas.

Pero no hay acuerdo entre los organizadores: se establece una ardua discusién entre ellos porque
algunos piensan que el segundo grupo cobrara mas que el primero, otros (partidarios del primer grupo)
le piden que argumenten irrefutablemente su posicion (es decir, usando matematicas).

Los partidarios del primer grupo piensan que lo que deben hacer es manipular el precio de las entradas
de tal forma que el primer grupo gane mas que el segundo. ¢Cuanto es lo menos que tienen que cobrar
por persona para que eso se cumpla si estiman que habra 500 personas que paguen su entrada?

Por otro lado, independientemente de quién gane mas que quién, también se enfrentan a otra cuestion:
deben poder pagarle a los dos grupos con el dinero que se recaude de las entradas ¢Cuanto es lo
menos que deben cobrar por persona para que con las entradas alcancen a pagarle a los dos grupos?
¢,Cual es el grupo que cobraria mas, finalmente?

Viajes y viajeros
Los cuatro trenes
La grafica representa los viajes de cuatro trenes, tres de ellos van de A a B, separados por una
distancia de 120 kilbmetros y el otro va de B a A.

A

140 =4~
1200 4=
100 =
a0 - 2)
g0 L ()
- a

204

Bistaneta de A a 4, en ki

)
| !
T

T T
1pm 2 pm 3pm 4 pm 5
tiempe, t, en horas

EA )

e

a) ¢ Qué trenes viajan a la misma velocidad? ¢ Cudl es esta velocidad?
b) ¢ Cudl es el tren que viaja mas lentamente? ¢ Con qué velocidad viaja?
¢) El tren (2) deberia viajar a 50 km/h, ¢,con cuantos minutos de retraso lleg6 a A?
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Telmex y AT&T
En un internado de estudiantes, cada estudiante puede contratar una de dos compafiias. Telmex cobra
$87.5 por mes, més 80 centavos por llamada. AT&T cobra $82 por mes, més 90 centavos por llamada.
(1) Cuéntas llamadas hace aproximadamente por mes?
(2) Escribe, para cada compaifiia, la ecuacién que representa el costo de un mes dado en funcién del
namero de llamadas.
(3) Grafica cada una de las ecuaciones que escribiste en el inciso (b). Asegurate de identificarlas (ya
sea con colores distintos o con un letrero).
(4) Discute como se relacionan tus dos graficas con la solucién del problema. ¢ Cuando cobran lo mismo
ambas compafiias? ¢, Cuando conviene mas Telmex? ¢Cuando AT&T?
(5) ¢ Cuantas llamadas piensas que hace el estudiante promedio de tu clase?
(6) ¢ Cémo puedes averiguar la respuesta al inciso (e)?
(7) Lleva a cabo el plan que hiciste en el inciso (f).
(8) Decide cuales estudiantes de tu grupo contratarian cada compafiia y explica por qué.
(9) Aplica el modelo PER (Propésito, Estrategia, Resultado).

Las velas
Dos velas del mismo largo estan hechas de materiales distintos, tales que una de ellas se consume
uniformemente hasta terminarse en cuatro horas en tanto que la otra se consume en seis horas.

A

140 T

|

[ T

2 4 é
tiempo, t en horas

Cuestionario

(1) ¢Cudl es la ecuacion de la recta correspondiente a cada vela? Da una explicacién con palabras de
lo que representa cada una de ellas.

(2) ¢Cudl es la pendiente de cada una? Explica el significado de cada pendiente en términos de la
situacion.

(3) ¢ A qué hora se deben encender ambas velas simultdneamente para que a las 5:00 PM un cabo de
vela mida el doble que el otro?

(4) Considera ahora la longitud de la vela consumida en lugar de su altura. Traza las gréficas, haz una
comparacion con las anteriores y explica como pueden ambos pares de gréficas representar la misma
situacion.

(5) ¢ A qué hora se deben encender ambas velas simultdneamente para que a las 5:00 PM un cabo de
vela mida el triple que el otro?

(6) ¢,A qué hora se deben encender ambas velas simultaneamente para que a las 5:00 PM un cabo de
vela mida n veces el otro? ¢ Puede n tomar cualquier valor?

(7) Inventa, redacta y resuelve un problema que se pueda representar con el mismo modelo
matematico.

(8) Aplica el modelo PER (Proposito, Estrategia, Resultado) con respecto al aprendizaje que lograste
en esta actividad.
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UNIDAD IV. FUNCIONES Y ECUACIONES CUADRATICAS.

COMPETENCIA PARTICULAR DE LA UNIDAD:
Emplea las funciones y ecuaciones cuadraticas en la solucién de problemas que se presentan en situaciones de
su entorno académico, personal y social.

RAP 1.
Identifica elementos de las funciones cuadraticas a partir de representaciones tabulares, graficas y algebraicas
en su ambito académica, personal y social.

FORMA NORMAL DE UNA ECUACION CUADRATICA

ax’ +bx+c=0a=0
¢ Coémo podemos resolver una ecuacién como x° + 4x + 2 = 0?

Solucién

Si pudiésemos escribir esta ecuacion en la forma (cantidad)? = nimero
Entonces podriamos resolverla hallando las raices cuadradas del nimero.
X +4x+2=0 Ecuacién 1

¢, Qué podemos hacer para transformar el miembro del lado izquierdo de la ecuacién 1 en un trinomio cuadrado
perfecto?

Los trinomios cuadrados perfectos son de la forma x? + 2ax + a°. Se factorizan en un binomio al cuadrado:
X° +2ax +a’= (x  a)°

Si sumamos 2 en ambos miembros de la ecuacion 1, entonces obtenemos

X+ AX+2+2=2

X2+ AX + 4 =2

Por lo tanto:

(x+2)72=2

De este modo:

(x+2):i\/§
X = —2+\/§ obien x= —2-\/5

Podemos obtener aproximaciones numéricas para estas soluciones si utilizamos \/E =1.41:
X=-2+1.41 obien x=-2-1.41

x=-0.59 o bien x=-3.41

Este procedimiento para hallar solucioén se llama completar el cuadrado.

EJEMPLO
Sumar la constante apropiada para formar un trinomio cuadrado perfecto.
2
a) X" +6x+_
b) x*-8x+
c) X2+ 9x + -

Soluciones
a) X2+ 6X+
Deseamos obtener la forma de x* + 2ax + a’.
x2+6x+_:x2+2(3x)+_
Asia=3 —a’=09.
X? +6X + 9

Eso es igual a (x + 3)°
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Nétese que el coeficiente del término medio (6) era el doble de los que necesitdbamos elevar el cuadrado
(3). Por lo tanto para completar el cuadrado solamente necesitabamos tomar 1/2 del coeficiente del
término X, elevarlo al cuadrado y sumarlo. Por ejemplo.

X% + 6X + =x°+6x+9

b) x*-8x =

X~ =2 (4x) +
X° - 8x + 16

c) X°+9x+

x2 +2(9x)+_=
2
2
x2+2(9x)+(9) =
2 2

x2+9x+ﬂ
4

PROCEDIMIENTO PARA COMPLETAR EL CUADRADO

Para hacer x* + bx +c un cuadrado perfecto, sume (b/2). De este modo x* + bx + (b/2)?

EJEMPLO

Utilizar el método de completar el cuadrado para resolver las siguientes ecuaciones cuadraticas.
a. X +7x+4=0
b. x*-6x+8=0
c. 4°+8x-1=0

Donde a, b y ¢ son los coeficientes de la ecuacién cuadratica. En la ecuacién 3x°+4x—2=0,a=3,b=4,c=
-2. Para obtener una férmula que rapidamente produzca las soluciones de una ecuacién cuadratica,
completaremos el cuadrado utilizando los coeficientes en la forma general de la ecuacién anterior.

EJEMPLO

Hallar las soluciones de la ecuacién

ax’ +bx+c=0 a, b y c son nimeros reales; a = 0.
Solucién

Supondremos que a es positivo. Si no lo fuese, podriamos multiplicar ambos lados por -1 y hacerlo positivo.

ax’ +bx+c=0
ax’+bx=-c¢
dividiendo entre a:
ax?® bx -c
-+ =

a a a
K2 PX__¢
a a

Z . . . 2
El término lineal es P, por lo que se agrega a ambos lados de la igual (gj
a 2a
> bx Db? c b?
Xt —t—=——+—
a  4a? a 4a?
Factorizando el trinomio:

( b )2 b2 ¢
X+—| =—-=
2a 432 a

2 2
Sumando P° _c¢_b" -4ac:

43> a  4a?
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( b) b? - 4ac
X+—|=%
2a \ 4a2
2 _
(x+£)=i\/b 4ac
2a \4a2
x+£ i\/b2—4ac
2a 2a
« _i b2 —4ac
2a 2a
_—bi\/b2—4ac
2a

De este modo las soluciones a cualquier ecuacién cuadratica de la forma
ax® + bx + ¢ == 0, a # 0 pueden ser obtenidas escribiendo valores de los coeficientes en la formula

= -b#4/b% -4ac

2a

Esta formula se llama la formula cuadratica.

LA FORMULA CUADRATICA

Las soluciones a una ecuacién de la forma ax® + bx + ¢ = 0 (a # 0) son:

X_—b+\/b2—4ac X_—b—\/b2—4ac
- 2a - 2a
EJEMPLO

Utilizar la férmula cuadratica para resolver las siguientes ecuaciones cuadréticas.
a. 3x*-4x=17
b. 2x°=13x+7
c. 3X°+3=(2x+1)°+4

Soluciones:

Antes de poder utilizar la formula cuadratica, cada ecuacion debe estar escrita en la forma normal ax’ +bx+c=
0.

a.-
3x° - 4x = 17, asi 3x?-4x-17 =0 es la forma normal.
Aqui,a=3,b=-4, y c= -17. De este modo:

_-b+b? —4ac _ -€43-/€43-4€X17 ) 4+.16+204 _ 4+./220
23 6

2a 6
Si se desean estimaciones numéricas, /220 = 14.83; asi
4+14.83 18.83 ) -10.83
X = =—"—"— obien
6 6
Por lo tanto

Xx~3.14 obien x=-1.81

b.-
2x*=13x+7,asi 2x°-13x-7=0,donde a=2,b=-13, yc=-7

e - €133 ,/€133-4€X7) 13+./169+56 13+.225 13+15
4

2-2 4 4

Por lo tanto:
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13+15 . 13-15
~ obien x=

]
|

xw28=7 obien x=_—2
4 4

C_

Expresemos la ecuamon de la forma ax® + bx + ¢ = 0.
x +3-(2x+1) +4

3 +3 =4+ Ax+ 1+ 4

0=x"+4x +2

_—4+\/(37] ~4+.[16-8 -43%.8 13+15
—4+2\F 2(2"’\/7

2 2 4
2 2

x=—2+\/§ o bien x=—2—\/§-

LA UNIDAD IMAGINARIA
Si hacemos que i sea EL numero tal que i?=-1, entonces i = /-1

LA RAIZ CUADRADA DE UN NUMERO REAL NEGATIVO
Supongamos que a > 0. Entonces +-a =+/a-+J/-1=+/ai

COMPLEJOS
El conjunto de nimeros de la forma a + bi donde a y b son nimeros reales e i=y/-1, se llama el conjunto de
nameros complejos.

EJEMPLO

Resolver las siguientes ecuaciones.
a. X*+9=0

b. 2+3x*=0

c. xX*=-28

Solucién

a.

X*+9=0

x*=-9
X=1+7—9 =49 ./-1=+3i

X=* —i:i\ﬁi
3 3

La aproximacidn numérica para+/2/3 puede ser obtenida si se desea. Si utilizamos 2/3 =0.667,
entonces+/2/3=0.817, asi x =0.817i Son formas decimales de las soluciones complejas.

=+./— 28 = ++/28i

| IMPLICACIONES DEL DISCRIMINANTE
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La cantidad b® - 4ac se llama el discriminante para la ecuacion cuadratica ax® +bx + ¢ - 0, a=0.
1. Sib’- 4ac > 0, la ecuacion tiene dos soluciones reales.

2. Sib’ 4ac= 0, la ecuacion tiene dos soluciones reales.

3. Sib® 4ac < 0, la ecuacion tiene dos soluciones no reales complejas.

EJEMPLO

Clasificar las soluciones de cada una de estas ecuaciones.

a. 3x*-7x+5=0 c7-2_3, 0
NG

b. 0.07x*-0.6x= -0.2 d. x*-4x*-5=0

Soluciones

a.

3X?-7x+5=0

b? - 4ac= (-7)* - 4(3)(5) =49 - 60 < 0
Esta cuadratica tiene dos soluciones no reales complejas.

b.

0.07x*- 0.6 = -0.2

0.07x*-0.6x +0.2=0

b? - 4ac = (-0.6)* - 4(0.07)(0.2) = 0.36 - 0.056 > 0
Esta cuadratica tiene dos soluciones reales.

c.

7-L_3

x? X

7x°=1-3x

7X*+3x-1=0

b? - 4ac = (3)% - 4(7)(-1)> 0

Esta ecuacion es equivalente a una cuadratica con dos soluciones reales.

x*-4x*-5=0  Ecuacién 1

Esta ecuacion es una ecuacién polinomial de cuarto grado, pero no tiene término x° o bien x. En algunos casos
especiales, podemos hallar todas las soluciones a la ecuacion.

0=x"-4x*-5=(x*-5)(x* + 1)

Entonces:

x*-5=00bienx’+1=0

x*=5 obien x*= -1

x = +./5 0 bien x = +i

Por lo tanto hay cuatro soluciones a la Ecuacion 1, x =+/5,—/5,i,—i, dos soluciones reales y dos soluciones no

reales complejas.

EJEMPLO
Graficar la siguiente ecuacion.
y = 3%
Solucién
Hacemos una tabla, luego localizamos algunos puntos para estimar la gréfica.
X y =3’
0 0
1 3
-1 3
2 12
-2 12
0.78 1.83
-0.78 1.83
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{-2,12) 2,12)
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T

(-1,3) - Jas
078, 1308 [ Fw78 183

El valor minimo (punto bajo) de esta grafica ocurre cuando x = 0. Las coordenadas del punto bajo son (0,0).
Esta grafica es un ejemplo de una parabola. El punto bajo se llama vértice de la pardbola. Decimos que esta
gréafica es simétrica respecto al eje y, porque los puntos sobre la grafica con el mismo valor y, como (1, 3) y
(—1, 3) son "imagenes" especulares uno de otro cuando la gréafica se compara respecto del eje y. A los puntos
(1, 3) y (-1,3) les llamaremos puntos simétricos. La coordenada x del vértice, en este caso x = 0, esta
exactamente a la mitad entre las coordenadas x de las parejas de puntos simétricos. Por ejemplo, x = 0 esta a
la mitad entre x =1y x =-1 en la grafica. El eje y (la recta x = 0) se llama el eje de simetria para esta parabola.
En las parabolas estudiaremos que la recta vertical a través del vértice de la pardbola es el eje de simetria para
la parabola.

EJEMPLO
Trazar la grafica de y = 4x - x°.

Solucién

Se hallan las coordenadas de varios puntos. Localicelos y trace la grafica. Notese que esta pardbola tiene un
valor maximo, un punto alto. Su vértice ocurre en el punto (2, 4). El eje de simetria es la recta x = 2.

»
X ¥ _ | Wertice
0 1) ) E/(E, 4y
1 3
2 4
-1 -3
3 3
4 0

GRAFICAS DE ECUACIONES CUADRATICAS

La gréfica de una ecuacion de la formay = ax® + bx +c, a=0 es una parébola. El vértice ocurre cuando, , - _° .
2a

el eje de simetria es la recta vertical a través del vértice, , - _ P . Cuando a>0. la gréfica tiene un minimo, un
2a

punto bajo (flexiona hacia arriba). Cuando a<0 la grafica tiene un maximo, punto alto (flexiona hacia abajo).

EJEMPLO
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a. Hallar el vértice de la parabola y = -3x* - 6x + 8 y dibuje su gréfica.
b. Determinar las coordenadas de las intercepciones con el eje x.

Soluciones

a.

El siguiente esquema nos ayudara ahora a obtener rapidamente la gréafica de cualquier parabola:
1. Se hallan las coordenadas del vértice y se localizan en el diagrama.

2. Se halla y localiza una pareja de puntos simétricos convenientes.

3. Se halla y localiza una segunda pareja de puntos simétricos como comprobacion de la grafica.

1. Para esta parabola a = -3 y b = -6. De este modo el vértice ocurre cuando

Para hallar la coordenada y del vértice, sustituimos x = -1 en la ecuacion:
y= -3(-I*-6(-)+8= -3+6+8=11
Por lo tanto el vértice de esta parabola ocurre en el punto (—1, 11).

2. Para hallar una pareja de puntos simétricos sobre la grafica, podemos mover x la misma distancia a la
izquierda y a la derecha de nuestro vértice y sustituir en la ecuacién. Recorramos el valor de x = — 1, una
unidad a la izquierda y una a la derecha, ax= -2y x = 0.

Six = 0, entonces = -3(0)? - 6(0) + 8 = 8.

Six = -2, entonces= -3(-2)* - 6(-2) + 8 = 8.

3. Para determinar una segunda pareja de puntos simétricos para comprobar la grafica nos movemos un poco
maés alla del vértice, digamos 3 unidades a cada lado, a x=-4 y x = 2.

Si x =2, entonces y = -3(2) - 6(2) + 8 = -16.

Six =—4, entonces y = —16.

Estos cinco puntos, el vértice y dos parejas de puntos simétricos nos permitirdn graficar la parabola.

Vértice

+4-(0,8)

5
El eje de simetria es x= -1

8 T U I Y
5 10
-5

[

|

|

I
—d

|
i
]
!
I
|
i
I
i
|
|
|
|
i
|
I
i
i
|
1
|
|
|
(4, -16) ‘
|
[
|
|
[

TTTTTTTITTTTT T T

Notese que la parabola tiene un punto alto (a = - 3 <0). Esta parabola intercepta el eje x en dos sitios.

PROCEDIMIENTO PARA GRAFICAR UNA PARABOLA
Para trazar la graficade y = ax’ + bx +c,

1. Halle y localice el vértice [ocurre cuando , - _ b
2a
2. Halle y localice una pareja de puntos simétricos convenientes.

3. Halle y localice otra pareja de puntos simétricos para "comprobar”.

EJEMPLO
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Trazar la gréfica de la parabola
y= X2 +X+2

Solucién
1. El vértice ocurre cuando ,__ P = -1/2.
2a
. 2

siy- 1, entonces y:[;lj 1,7

2 2 2 4
2. Hallamos una pareja de puntos simétricos recorriendo 1/2 unidad a cada lado del vértice en x = - 1/2 (porque
nos dard numeros faciles para trabajar).
Six =0, entoncesy = (0)*+0+2=2.
Six = -1, entonces y = 2 también.

3. Para puntos de comprobacion, supongase que nos movemos 5/2 unidades (lo cual es conveniente).

Siy-_1_5__ 5, entonces y-gtambién.

— Vértice (—1. 1)
Ll
5

EJEMPLO
¢En qué condiciones la grafica de y = ax® + bx + ¢ cortara el eje x?

Solucién
Ciertamente, no todas las parabolas cortan el eje x. Si la gréafica corta el eje x lo hara cuando y = 0. Asi en
general, debemos resolver la ecuacion.

0=ax’+bx+c Ecuacion 1

Para hallar las intercepciones con el eje x, si existen. Recuérdese que las soluciones a la ecuacién 1 estan
dadas por la formula cuadrética. De este modo las intercepciones x para una parabola son

X = ~b++/b? - 4ac

2a

e Sib”-4ac >0, las soluciones son niimeros reales y la parabola corta el eje x.
e Por otro lado, si b® - 4ac < 0, las soluciones son niimeros complejos y entonces no hay intercepciones con
el eje x para la parabola.
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RAP 2.
Elabora modelos que den lugar a ecuaciones cuadraticas a partir de situaciones de la vida cotidiana y las
ciencias.

EJEMPLO
Suponer que la altura h (en pies) de una pelota de golf lanzada desde un monticulo elevado esta dada por h =
80t - 16t° + 20 después de t segundos. ¢ Cuanto tiempo tardara la pelota en tocar el suelo?

Solucién
La pelota esta en el suelo cuando la altura h = 0. Por lo tanto, debemos resolver la ecuacion cuadratica:
0 =80t - 16t° + 20
o0 bien
0 = 16t - 80t — 20
T €80 > /€802 4€6 ¥20° 80++6400+1280 80 ++7680 80 +87.64
2-16 32 32 32

80 +87.64 . 80 -87.64

t=——— obien t=——

32 32
t=5.239 obien t=-0.239

EJEMPLO

Cudl es la altura del arbol mas alto que puede usted sujetar con un cable de 250 pies? El cable debe fijarse al
suelo a una distancia de la base del arbol que sea al menos la mitad de la altura del arbol. El cable debe estar
atado al arbol por lo menos 10 pies abajo de su copa.

Solucién:

Estamos buscando la altura del arbol. Sea x la altura del arbol.

Cable

Fijacion en tierra

Podemos atar el cable a 10 pies de su copa, en x - 10 (pies). Debemos sujetarlo al suelo por lo menos a una
distancia de la mitad de la altura del &rbol, en x/2.

x - 10 250 x  Altura del arbol

x

2
De este modo podemos imaginar la situaciéon en la figura anterior. El cable es la hipotenusa de un triangulo
rectangulo. Si utilizamos la relacién pitagérica para los lados de un triangulo rectangulo, obtenemos
2
(<—1oj+()2‘j - €502
2

x? — 20X +100 +% — 62500

2

57? —20x+100 = 62500

1.25x% - 20x - 62 400 = 0

— €20 /€202 4425 ¥ 62400 0 20+/400 + 312000 20++/312400 20+ 558.93
X = = = =
2-1.25 25 2.5 25
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20 +558.93 . 20 -558.93
X~® ——— obien x=—7"T"-"
25 25
X =~ 231.57 pies

EJEMPLO

Supongamos que usted se tardd 20 minutos mas en manejar a 25 millas del trabajo a la casa que de ésta al
trabajo. Usted estima que hizo un promedio de 10 mph menos en su camino a casa. ¢, Qué tan rapido manejé en
cada recorrido?

Solucioén:

Una relaciéon esencial que nos dan en el problema es tiempo para regresar a casa = tiempo para viajar al trabajo
+ 20 minutos

Si V representa la velocidad promedio al trabajo; entonces V - 10 representa la velocidad promedio de regreso a
casa. Necesitamos este modelo:

Distancia = Velocidad x tiempo

D=Vt
Distancia Velocidad Tiempo = _Distancia
Velocidad
Al trabajo 25 1% 25
Vv
De regreso a casa 25 V - 10 _25
V-10

Utilizando los valores para el tiempo en la Tabla y la relacién tiempo para regresar a casa = tiempo para viajar al
trabajo + 20 minutos obtenemos.
25 25 1
= —+4=
v-10 v 3
Tiempo de regreso = tiempo al trabajo + un tercio de hora (20 minutos)

v (V —10)%=3V(\/ —10){2\/5%}

75V = 75(V - 10) + V{V - 10)
75V = 75V - 750 + VV* - 10V
0=V?-10V -750

_ — €10/ €10°-4€¥ 750 10++/3100 10+55.68

\Y

2-1 2 2
V =32.84
V -10=22.84

De nuevo se omite la solucién negativa ya que la velocidad es una cantidad positiva

EJEMPLO

La altura h sobre el suelo de una pelota de golf depende del tiempo t que ha estado en vuelo. Un tiro desde un
soporte elevado tiene una altura aproximadamente dada por h = 80t - 16t° + 20

donde h esta en pies y t en segundos.

a. Graficar la relacién entre h y t y hallar la altura maxima de la pelota de golf.

b. ¢ Cuanto tiempo estara en vuelo la pelota?

Soluciones
a.
Utilizamos el procedimiento de tres pasos.
1. El vértice ocurre en
(- 80 _5
2(-16) 2
Cuando t =5/2,
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2
h= so(ij —16(5) +20=120
2 2
El vértice es el punto (5/2, 120).

2. Aqui esté una pareja de puntos simétricos:
Sit =2, entonces h = 116.
Sit =3, entonces h = 116.

3. Una pareja de puntos simétricos para comprobar:
Cuandot=0yt=.5h=20

b. Para hallar cuando toca el suelo la pelota, hacemos h = 0 y resolvemos:
0 =80t - 16t2 + 20

t=5.24 o bient=-0.24segundo

Las intercepciones t de la grafica son entonces (5.24, 0) y (-0.24, 0).

8 =
3 - .
= 150 - Vertice (5, 120)
(3} . .
= 2,16 =__ <
e 100
5 )
{ c . N
- 50 ) Intercepcion con el eje x
20y £ / (5.24,0)
S P B I R
5 P 5 10

Tiempo ¢ en segundos

EJEMPLO

Suponer que el costo de manufactura C en délares por hacer x mochilas en un dia esta dado por:
C=x%-12x+50

a. Graficar esta funcion de costo.

b. ¢Cudl es el costo minimo y cuantas mochilas se producen al dia?

c. ¢Cuesta mas hacer 4 mochilas que hacer 10?

d. ¢Cuantas mochilas pueden hacerse por $407?

Solucién
a. La grafica sera una parabola que se flexiona hacia arriba, ya que a = 1 > 0. Desarrollamos el procedimiento
de tres pasos.

1. El vértice se encuentra en
x=——2 (-12) =6
2
Sustituyendo en la ecuacioén, hallamos que cuando x = 6, C = $14. El vértice es (6,14).

2. Tenemos una pareja de puntos simétricos:
Si x = 3, entonces C = $23.
Six =9, entonces C = $23.

3. Tenemos una pareja de puntos simétricos para comprobar:
Six =0, entonces C = $50.
Six =1, entonces C = $50.
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\ L Eje de la
\ simetria | (12, 50)

Costo en dolares ¢

= i Vértice

‘ [ (6, 14)

| |

. ‘ e T e B T
5 10 .

|
Nimero de mochilas x

La gréfica indica que el costo de manufactura puede ser minimizado. Si el fabricante hace muy pocas o
demasiadas mochilas al dia, le costard mas, tal vez debido a pérdida de ventas en el primer caso y mano de
obra excedente y costos de inventario en el segqundo

b. El costo minimo ocurre en el vértice, porque ahi es donde ocurre el valor de costo mas bajo en la grafica. Por
lo tanto, el costo minimo es $14 y el numero de mochilas hechas por $14 es 6.

c. De la gréfica se ve que el costo para 10 mochilas es mayor que el de 4. Sustituyamos en
X =10y x = 4 para estar seguros:

Si x = 4, entonces C = (4)* - (12 + 4) + 50 = 16 - 48 + 50 = $18. Si x= 10, entonces C = (10)* - (12 + 10) + 50 =
100 - 120 + 50 = $30.

Por lo tanto el costo es mayor para 10 mochilas.

d. Esta pregunta nos da un valor de C, $40, por lo que despejamos X, el nimero de mochilas.
Si C =40, entonces 40 = x? - 12x + 50.

Obtenemos una ecuacién cuadratica, utilizando la férmula cuadratica:

0=x*-12x + 10

Por lo tanto
e ~b++b%-dac —(-12)+.144-4(10) 12+.144-40 12+./104
2a 2 2 2
Por lo tanto
12+10 . 12-10
X= obien x=—""2

x=11 obien x=1
Pueden hacerse 11 mochilas o bien 1 mochila con $40.

RAP 3.
Utiliza modelos en la solucién de problemas que den lugar a ecuaciones cuadréticas o sistemas cuadraticas —
lineal en su @mbito académico, personal y social.

EJEMPLO
Resolver las siguientes ecuaciones cuadraticas

x2 —3x+2=0
x2 = 4x
(x+7)(2x-3)=0

3x2 = 2x+1
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SOLUCIONES

El primer miembro de esta ecuacion puede ser factorizado

x? —3x+2=0

(x-2)(x-1)=0 El producto factorizado

Por lo tanto

x-2)=0 o bien (x-1)=0 Por lo tanto uno de los factores debe ser 0
X=2 o bien x=1 Respuesta

Nota: Deseamos recordar una importante propiedad de los nimeros reales que es Util para resolver ecuaciones
cuadraticas.

PRINCIPIO DE PRODUCTOS CERO
Sia & b son numero reales, y si a*b = 0, entonces ya seaa =00 bienb =0.

Nétese que hay 2 soluciones para esta ecuacion cuadratica. Comprobaremos las soluciones sustituyéndolas en
la ecuacion original.

Comprobacién: x =2 en X% —3x+2:
22 -3(2)+2=0:
4-6+2=0

Comprobacién: x =1 en X2 -3x+2=0:
12 -31)+2=0

1-3+2=0

Ambas soluciones son correctas

Cuando tratamos de resolver una ecuacion cuadratica factorizando, debemos tener todos los términos en un
miembro de la ecuacién y cero en el otro miembro.

X% = 4x

x> —4x =0 Se escriben todos los términos en un miembro & el producto es cero.
X(x-4)=0

Por lo tanto

X=0 o bien x-4=0 Principio de productos cero.

X=00 bien x=4 Respuesta. Compruébense las soluciones.

Precaucién: Hay un comuan ejemplo en el 1b:

X2 = 4x Se dividen ambos miembros entre x.
Xx=4 (Esto es incorrecto)

Cuando dividimos entre una variable o una expresion algebraica, debemos asegurarnos que no estamos
dividiendo entre cero. De hecho, la solucién x = 0 se pierde si usted divide ambos miembros entre x. Para
minimizar la posibilidad de cometer un error, sugerimos que una ecuacion cuadratica se escriba en la forma
normal.

EJEMPLO

Una compafiia de videojuegos para television tiene el siguiente costo total e ingreso total, donde x es el nimero
de unidades de video:

C=11x+ 200

R =120+ x°
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El costo en ddlares por producir x unidades es C. El ingreso en délares obtenido por la venta de x unidades es
R.

a. Trace la gréafica de ambas ecuaciones en el mismo sistema de ejes.

b. Halle los valores de "equilibrio” (sin pérdida ni ganancia) de x, esto es, el nimero de unidades que deben ser
vendidas por el costo igual al ingreso.

c. ¢ Cuantas unidades de video deben ser vendidas para tener ganancia?

Soluciones

a. La gréafica del costo es la linea recta con la forma .y = mx + b, C = 11x + 200 tiene pendiente 11 e
intercepcion y 200 (m = 11,6 = 200). Los puntos (0, 200) y (11, 321) estan sobre la grafica de la recta. La grafica
del ingreso es una parabola con la forma de y= ax® + bx + c. Utilizamos el procedimiento de tres pasos para
obtener puntos sobre la parabola

1. El vértice para r = 120 + x* ocurre en x = -b/(2a) = -0/2 = 0. Cuando x = 0, R = 120. El vértice es el punto (0,
120).

2. Recorra 5 unidades a la izquierda y a la derecha del vértice para obtener una pareja de puntos simétricos.
Six = 5, entonces R = 120 + 5° = 145.

Six = -5, entonces R = 120 + (-5)% = 145,

Aqui (5, 145) y (-5, 145) son puntos simétricos. 3. Recorra 10 unidades hacia cada lado para obtener puntos de
comprobacion sobre la grafica en (10, 200) y (-10, 220). La grafica se muestra a continuacion.

¥
400

300 =~

Costo en dolares

Ingreso

»

-10,220
( U A 110, 220)

|

\

\

I

\

|

x = Numero de videojuegos

b. Los puntos de equilibrio (sin pérdida ni ganancia) ocurren cuando el ingreso es igual al costo. Estos son los
puntos donde la recta y la pardbola se intersecan. Podemos intentar hacer una estimacion de donde se cortan
las graficas estudiando la figura mostrada. Las graficas se cortan cuando x= 15 y cuando x= - 5. Esta
estimacion por medio de la gréfica puede ser suficientemente buena para ciertas aplicaciones pero suponga
gue deseamos saber exactamente cuantos juegos de video deben ser vendidos para estar en equilibrio.
Podemos hallar la solucién algebraicamente resolviendo el sistema de ecuaciones.

C =11x + 200 Ecuacion 1
R= 120 + X Ecuacién 2
11x + 200 = 120 4- X?

0=x%- lIx-80

0=(x-16)(x +5)
x=160x=-5

Las graficas se intersecan exactamente cuando el nimero de unidades de video es 16 o bien - 5. La solucion
negativa no tiene significado en este caso. De modo que el punto de "equilibrio" ocurre cuando

x = 16, unidades de video. Cuando x = 16, el costo y el ingreso son los mismos:

C =11(16) + 200 = $376

R =120 + (16)* = $376

Las gréficas se intersecan en el punto (16, 376). También se cruzan en (-5, 145).
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c. Para obtener una ganancia, la grafica del ingreso debe estar por arriba de la grafica del costo de tal forma
que la compafiia recibe mas dinero del que paga. En la gréfica se ve que la compafiia debe vender mas de 16
unidades de video para obtener una ganancia, ya que si x es mayor que 16, entonces la parabola esta sobre
(entra mas dinero) la recta del costo (que lo que sale).

EJEMPLO

Graficar cada uno de los siguientes sistemas y hallar su solucion simultanea.
a. y=2x-3 b. y=4x*-3x+2 c. y=2x

y:x2—2 y=-2x +7 y:x2+2

Soluciones

a. y = 2x - 3 es una recta, con pendiente + 2 y punto de intercepcion en .y, (0, —3). El punto (1, — 1) esta
también sobre la recta.
y = x* - 2 es una parabola con su vértice en

-b -0
X=—=—=0

2a 2
Asi el vértice es (0, —2). La pareja (1, — 1) y (— 1, —1) son puntos simétricos sobre la gréafica. La pareja (3, 7)
y (-3, 7) estan también sobre la parabola.

y=x2 -2

@, 2)7

Vértice /25

En la gréafica anterior, se ve que la recta y la pardbola se intersecan en solamente un punto. Esto sugiere que el
sistema puede tener solamente una solucién algebraica. Comprobemos. Utilizando la sustitucion ponemos y =
2x — 3 en la segunda ecuacién y obtenemos
2x —3=x*—2
0=x*-2x+1
0=(x-N(x-1)
Por lo tanto x = 1. De hecho, solamente hay una solucién para este sistema, el punto (1, -1).
1. y=4x*- 3x + 2 es una parabola con vértice en
b -3 3

Cuando x = 0.375, y = 4(0.375)2 - 3(0.375) + 2 = 1.4375. El vértice de esta parabola esta en el punto (0.375,
1.4375).

2. Para hallar puntos simétricos sobre la parabola, sera conveniente recorrer 0.375 unidades a la izquierda y a
la derecha del vértice.

Six =0 o bien x = 0.750, entonces y = 2.

Six = -1 o0 bien x = 1.750, entonces y = 9.

La otra ecuacién de este sistema, y = —2x + 7, es una recta, con pendiente —2, intercepcién eny (0, 7). El
punto (1, 5) est4 también sobre la recta.
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Para hallar algebraicamente las dos soluciones, utilizamos el método de sustitucion:
4x°-3x+2=-2x+7

4x*-x-5=0
Podriamos utilizar la ecuacion cuadrética para hallar la solucién. Como a =4, b = — 1y ¢ = —5, las soluciones
son
(. ~b*b? —dac _ ~(-)£4/(-1)? -4(4)(-5) 1+.B1 1+9 “ 1 obien
2a 8 8 8 8
Las soluciones son x = — 1 y x = 5/4. (También pudimos haber hallado estas soluciones factorizando.) Cuando

x =-1,y =9. Cuando x = 5/4, y = 9/2 De este modo las soluciones simultdneas son (— 1, 9) y (5/4, 9/2).

c. Y = 2x es la ecuacién de una recta con pendiente 2 e intercepcién en y (0, 0). El punto (1, 2) estad también
sobre la recta. La ecuacion y = x* + 2 es una parabola con vértice en (0, 2), ya que b = 0. Los puntos simétricos
sobre la parabola son (2, 6) y (-2, 6) como lo son también (3, 11) y (-3, 11). Las graficas de estas dos
ecuaciones se muestran enseguida.

Notese que las dos graficas no se intersecan. ¢Qué es, entonces, la solucion simultanea? Se ve que no hay
soluciobn simultdnea para este sistema. Veamos que sucede si tratamos de resolver tal sistema
algebraicamente:

y — 2X
y:x2+2

Utilizando sustitucion,
2X =X* + 2
0=x*-2x+2

Utilizando la férmula cuadrética

(2 [A-4QQ) _ 2+ a-8
2 2

o bien

+-4
2
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EJEMPLO
Hallar algebraicamente las soluciones de estos sistemas.

a. y:x2-5x+1
y:2x2+3x-7

b. y=6-x
y=-3x+15

Soluciones

a. Utilizando sustitucion,
2x2+3x-7=x?-5x+1
x*+8x-8=0

Utilizando la férmula cuadratica, a = I,b = 8 y ¢ = -8. Por lo tanto las soluciones son:

X:—Si\/64—4(1)(—8) _—8+./64+32 :—8i\/%:—8i9.8021.80 obien 1780
2 2 2 2 2 2
Asix=0.90 obien x=-8.90.

Cuandox =0.90,y = (0.90)2 -5(0.90) + 1 =-2.69

Cuando x = -8.90,
y = (-8.90)? - 5(-8.90) + 1 = 124.71

De este modo las soluciones son (0.90, —2.69) y (-8.90, 124.71) (dos cifras decimales de exactitud). El hecho
de que haya dos soluciones algebraicas para este sistema de ecuaciones indica que las graficas de las dos
pardbolas se intersecan en dos lugares.

b.y:6-x2
y=-3x+15

Por lo tanto
6-x>=-3x+15
0=x*-3x+9

_—(9E(-3)° -4@)(9) _ 327 _3:3.3

2 2 2

X

EJEMPLO

a. Hallar los puntos donde no hay equilibrio cuando el costo es igual al ingreso, a partir de la siguiente gréfica
de las funciones de costo e ingreso para un proceso de manufactura de hilo.

b, ¢Cuéntos lotes de 1 000 madejas deben ser producidos para obtener una ganancia?

c. ¢Suponga que se producen 6 lotes de 1 000 madejas. ¢ Ganara o perdera dinero la compafia?

-

Dinero en cientos de ddlares

I: Lotes de 1 000 madejas
-5

Soluciones
a. Los puntos de equilibrio son los lugares donde el costo es igual al ingreso. En la gréfica se ve que estos
puntos estan cerca de (—1, 425) y (8, 900).
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b. Deben producirse mas de ocho lotes de 1 000 madejas para que la compafiia tenga una ganancia. La
gréfica del ingreso esta sobre la grafica del costo a partir de 8.

c. En seis lotes, la grafica del costo esta sobre la grafica del ingreso. Esto indica que el costo excede al ingreso
para seis lotes, asi que la compaifiia perdera dinero.

EJEMPLO
La suma de dos ndmeros es 19 y su producto es 72. ¢ Cuales son los numeros?

Solucidn

Supongamos que x es el primer nimero y y el segundo. ¢Qué sabemos acerca de x y y? Su suma debe ser
igual a 19, asi que x +y = 19. Ademas su producto debe ser igual a 72. Asi que (x) (y) = 72. Esto nos da un
sistema de ecuaciones con dos incAgnitas.

x+y=190hieny=19-x  Ecuacién 1
Xy =72 Ecuacion 2

Supéngase que sustituimos el valor de y de la ecuacién 1 en la ecuacion 2.

X(19-x)=72
19x - x* =72
0=x°-19x + 72

L 19% 9% -4(1)(72) 19+./361-288 19+./73 19+8.54
2 2 2 2
Por lo tanto

x =13.77 o bienx=5.23
Six=13.77,.y=19-13.77 = 5.23.
Six=5.23,y=19-5.23 =13.77.

De este modo los dos nimeros son
x=5.23 y=13.77 Respuesta.

EJEMPLO

Usted manejé 40 millas a la casa de sus padres para ir a cenar. Tardé 20 minutos menos en regresar que lo
gue hizo para llegar a la hora de la salida del trabajo, debido a que podia manejar 10 mph mas rapido en su
camino a casa. ¢ Qué tan rapido manej6é en cada camino?

Solucién

Necesitamos utilizar el modelo Distancia = velocidad x tiempo

Sear la velocidad hacia la casa de sus padres y t el tiempo. Manejando hacia la casa de sus padres
40 =rt Ecuacién 1

Manejando desde de la casa de sus padres
40 = € +10Et _lj Ecuacion 2
3

¢=40
r
40=(+10E40—1j
r 3
40=40-1 400 _10
3 r 3
(3r)40 = er§40—r+40°_mj
3 r 3

120r = 120r - r* + 1 200 - lOr
0=r*+10r- 1200
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0 = (r + 40)(r - 30)
= - 40 mph o bien r =30 mph

Respuesta:
r =30 mph a la casa de sus padres
r =10 = 40 mph de regreso

EJERCICIOS

1. Halle las soluciones de cada una de las siguientes ecuaciones cuadraticas:

9x% +16=0
0.2x%2 —0.6x+1=0
0.25x —0.75x% = 0.8

€x+22-x>+7=6€+52-2x

a o o p

e. €&-4%2+49-0
f. x2=17x-8
g €-2x2+€-72=20

2. Resuelva los siguientes sistemas cuadraticos
X2 +2y-y+4=0

a)
3X-y+6=0
2— —_ =
b) X —6x-y+5=0
2X-y-7=0
6x -x% -y =0
C) y
x2-2x-y=0
d) x2—3x+2—y:0
x2—4x+3—y=0
2 -
e) X“+y=3
5x+y=7

Problemas sobre ecuaciones y funciones cuadréticas

1. ¢Cual es la altura del arbol mas alto que puedes asegurar con un cable de 250 m? El cable debe fijarse al
suelo a una distancia de la base del arbol que sea al menos 10 m.

2. ¢Cudles son las dimensiones de un rectangulo si su area es 1500 m?y su longitud es 20 m mas que su
anchura?

3. Calcula la altura h del triangulo si su area es 162 cm?” y su base es (2h+3) cm.
4. Calcula el perimetro del rectangulo de base w+4, altura w y area de 96 m?,

5. La longitud de una pista rectangular de patinaje sobre hielo es 20 m mayor que el doble de su ancho.
Calcula las dimensiones de la pista si se sabe que su area es de 6,000 m?>.
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6.

10.

11.

12.

13.

14.

En la figura se muestra la seccién del terraplén de una autopista. La altura del terraplén es de x metros y su
anchura en su parte alta es de 100 m. Obtén:

100 m

Una formula para el volumen de tierra que se requerira para construir una seccion recta de 100 m de la
autopista, en metros cubicos.
a. ¢Cudl es la altura del terraplén si el area de su seccién es de 525 m??
b. ¢Qué cantidad de viajes se requerira hacer para construir el tramo de 100 m, si cada camion
transporta 10 m® de tierra?

Rodolfo acostumbra subir corriendo dos escaleras eléctricas de 20 m de longitud cada una, desplazandose
la primera hacia arriba y la segunda hacia abajo, en 15 segundos. Si se mantuviese quieto en una de las
escaleras, en 20 segundos se encontraria en el otro extremo de ella. Cuando las escaleras no funcionan,
¢,en cuanto tiempo subira por ellas?

El siguiente problema fue descubierto en los escritos del matematico hindd Mahavira (c. 850): La cuarta
parte de un hato de camellos fue vista en el bosque, el doble de la raiz cuadrada del total de camellos del
hato se fue a las laderas de la montafia, y tres veces cinco camellos fueron vistos en la orilla de un rio.
¢, Cudl es la medida numérica del hato de camellos?

Una escalera de 13 metros de longitud esta recostada contra una pared. La base de la escalera se
encuentra a 5 metros del muro. ¢Cuanto habria que desplazar la base de la escalera para que la punta
superior de la misma se desplazase hacia abajo la misma distancia?

El ingenioso Heberto ha disefiado su bicicleta con ruedas de distinto diametro, de forma que la delantera
mide 40 cm menos que la trasera en su circunferencia exterior. Al dar un paseo en bici se da cuenta de que
por cada 12 m de recorrido, la rueda delantera da 5 vueltas més que la trasera. ¢ Cuales son los didametros
de cada rueda?

Un rectangulo con un area de 12 cm? se inscribe en un tridngulo rectangulo, como se muestra en la figura.
¢, Cudles son sus dimensiones?

S
s
S
S
6 r
£
™,
™
1\\
s
&em |

El peso de un objeto varia inversamente con el cuadrado de la distancia al centro de la Tierra. Al nivel del
mar (6,400 km del centro de la Tierra) un astronauta pesa 100 kg. Calcula el peso del astronauta en un
vehiculo espacial a 200 km de la superficie terrestre.

Un cultivador de naranjas se da cuenta de que obtiene una produccion promedio de 40 costales por arbol
cuando planta 200 de ellos en una hectarea de terreno. Cada vez que afade diez arboles a la hectarea, la
produccion por arbol desciende un costal. ¢, Cuéntos arboles por hectarea deberia plantar para optimizar la
produccion?
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15. Un consejo municipal utiliza 200 m de valla para cercar un parque destinado a los ciudadanos minusvalidos.
El parque serd adyacente a un centro comunitario y tendra dos areas rectangulares conectadas por un
puente que atraviesa un arroyo que se encuentra a 10 m del edificio. El area adyacente al centro
comunitario puede tener una longitud no mayor a la del edificio, que es de 75 m, pero el area a lo largo del
arroyo puede tener cualquier dimension. Junto al rio no se pondra ninguna valla. ¢ Cudl es el area maxima

16.

17.

18.

gue pueden cercar?

En la grafica se representan los costos e ingresos de un fabricante de pantalones en funcion del nimero de

piezas producidas y vendidas.
T

Y

CUSIS ¢ MgTESTE e

100000

ingresos

7 ml‘lme‘m 1‘:1e P

piezas

producidas y vendidas

500 oo0 [ [T ]

T T Taseo [ 1]

2000

a) ¢Cuales son los costos, los ingresos y la ganancia por producir y vender 0, 200, 800 y 2000 pantalones?

b) Determina las ecuaciones de los costos y los ingresos.

c) Dado que la ganancia es la diferencia de los ingresos y los costos, determina la ecuacion de la ganancia a

partir de las que obtuviste en el inciso anterior.

Una nifia lanza una piedra hacia arriba, la altura ‘y’, en metros, después de ‘t’ segundos esta dada por la

formula

y =10t — 4.9t*

a) ¢A qué altura se encuentra después de 2 segundos?
b) ¢En qué instante alcanza una altura de 4 metros?

La curva siguiente es una parabola:
\

-100005

a) ¢Cual es la ecuacién que corresponde a esta grafica?
b) Escribe un algoritmo que sirva para resolver el problema ‘Dada la grafica de una parabola

encuentra su ecuacion’.

c) Traza sobre los mismos ejes la grafica de y = -1500x - 4000.
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d) Encuentra los puntos de interseccion de ambas gréficas.
e) Traza sobre los mismos ejes la grafica de y = 200(x*-3x-40).
f)  Encuentra los puntos de interseccion de la recta y esta parabola.

PROBLEMAS EXTRAS

1. “Ifigenia Cruel” de Alfonso Reyes
En la grafica se muestran los costos de edicion y los ingresos por la venta de una edicion facsimilar del
poema dramatico de Alfonso Reyes, ‘Ifigenia Cruel’.

Eje vertical: Costos e Ingresos (en pesos). Eje horizontal: Namero de ejemplares.
T

y
900007

800007

P “costos
700007

,"’mgresos
600007

500007

400007

300007

PN

CUESTIONARIO

(1) ¢Cuales son los costos, los ingresos y la ganancia por producir y vender 0, 100, 200, 350, 550 y 600
ejemplares?

(2) ¢ Dentro de qué limites se debe mantener la oferta para obtener ganancias?

(3) ¢, Cual debe ser la oferta para obtener el mayor ingreso?

(4) ¢ A cuénto ascienden los costos fijos de produccién?

(5) ¢ Cuanto cuesta producir cada libro si no se consideran los costos fijos?

(6) ¢ Hay una ganancia méaxima? Justifica tu respuesta. Si hay una ganancia maxima, calculala.

(7) ¢, Cual es la ecuacion de los costos?

(8) ¢,Cual es la ecuacién de los ingresos?

(9) ¢,Cual es la ecuacién de la ganancia?

(10) Traza la gréfica de la ganancia en los mismos ejes.

(11) Plantea tres preguntas sobre esta misma situacion y respéndelas.

(12) Si se reducen los costos, tanto los de produccién da cada libro como los fijos, a $8500 y $120,
respectivamente, ¢,cuél es la ganancia maxima?

2. Lacajita perenne

Se puede hacer una caja abierta de un pedazo rectangular de cartulina, recortando un cuadrado de lado

X en cada esquina y doblando las pestafias que resultan hacia arriba.

Si, por ejemplo, la cartulina mide 30 cm por 40 cm, encuentra las dimensiones de la caja que tiene el

volumen maximo.

Cuestionario

(1) Haz un esquema o dibujo que represente la situacion del problema.

(2) Relaciona las caracteristicas de la figura plana y las correspondientes de la caja,

(3) Escribe la formula que te permite calcular el volumen de la caja identificando lo que representa
cada letra y sus unidades. Identifica las dimensiones de la base de la caja y la altura,

4) Haz una tabla que contenga el lado del cuadrado que cortas en cada esquina y el volumen
correspondiente.

(5) Aplica la estrategia de la lupa en la regidn que parece contener el volumen maximo.
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(6) Repitela hasta que obtengas un valor del lado y que sea del orden de milésimos.

(7) Traza una grafica con x en el eje horizontal y el volumen en el gje vertical.

(8) ¢Como verificas que el volumen que obtuviste es el maximo? Explica.

(9) ¢Qué aprendizajes utilizaste para resolver el problemas?

(10) En caso de no haberlo resuelto, escribe tus conclusiones, con una reflexién sobre jas causas de
gue no lo hayas podido resolver.

(11) ¢ Qué caminos o estrategias seguiste para tratar de resolver el problema?

(12) Aplica el modelo PER (Propdsito, Estrategia, Resultado).

3. Quédiferencias, jay! tan finitas
¢Cuédl es laregla?
Para cada una de las siguientes sucesiones escribe los siguientes tres términos y el n-ésimo término
(1) 3, 12, 27, 48, 75, , , y e
(2) 2, 7, 16, 29, 46, , , y e

¢Cual es la suma?
¢ Cuantas sumas puedes encontrar para las siguientes series? Expresa tu respuesta como una regla
general. Prueba tu regla cuandon=1,n=2, etc

(3) 3+4+5+6 +7+ ... +(n+2) =
(4) 1+5+9+13+17+ ... +(4n-3)=

Diagonales de un poligono

Una diagonal de un poligono es un segmento de recta que une cualesquier dos vértices no adyacentes.
Aqui, n representa el nUmero de lados del poligono.

(5) Encuentra la regla general para hallar el nUmero de diagonales de un poligono de n lados.

A | .

n=3 n=4 n=5 n==6

Sugerencia: Haz una tabla de dos columnas, en la primera coloca el nUmero de lados del poligono y en
la otra el nimero de diagonales del poligono dado. Completa la tabla hasta un poligono de nueve
lados. ¢ Cémo encontraste el patron?

¢Cual es la formula?
(6) ¢Cual es la formula que expresa la relacién que hay entre p y t, tal como se muestra en la tabla
siguiente?, ¢ qué valor le corresponde a p cuando t es 67

t 0 1 2 3
p 100 90 70 40

Regiones de un circulo

Una cuerda es un segmento de recta que une dos puntos de una circunferencia. Aqui, n es el nimero
de cuerdas.

(7) Encuentra la regla general que da el nUmero de regiones formadas por n cuerdas.

o0 D P

n =0 n=1 n=2 n =3
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Utiliza la sugerencia del problema anterior.

Cuadrados de un cuadrado

Un cuadrado grande puede dividirse en muchos cuadrados mas pequefios. En este problema,
asegurate de contar todos los cuadrados, pero no cuentes rectdngulos que no sean cuadrados. Aqui, n
representa el niumero de unidades en un lado del cuadrado grande.

(8) Expresa como regla general el nimero de cuadrados que hay en un cuadrado de n x n.

Sin=1, hay 1 cuadrado.

Sin =2, hay5 cuadrados
|:| Sin =3, hay 14 cuadrados.
' ... etcétera

n=1n-=2 n =3 n =4
Utiliza la sugerencia dada para el problema de las diagonales.
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EXAMEN FINAL DE ALGEBRA

1. Calcular la siguiente operacion:
3+2-4+2=

1 b) 3

d)-3
a)—E

1
C) —
)2

2. Seva a cercar un terreno rectangular que mide 25 por 40 m. Si cada metro lineal de barda cuesta $115.00,
¢,Cuanto costara cercar todo el terreno?
a) $7475 b) $8125 c) $14950 d) $ 12820

3. Reducir el siguiente polinomio:
—71a%b—84a*b? +50a°b + 84a*b? — 45a3b +18a°b
a) —48a’b b) — 4823 —a*b? c) 48ap +a’b? d) 48a%b

4. Juan gana dos tercios de lo que percibe Pedro, quien gana 4/5 de lo que percibe Tadeo. Si Tadeo gana
$1,150.00, ¢,cuanto perciben Juan y Pedro?

a) Tadeo: $ 1150.00 b) Tadeo: $ 1150.00 c¢) Tadeo: $ 1000.00 d) Tadeo: $ 1150.00
Pedro: $ 460.00 Pedro: $ 920.00 Pedro: $ 766.66 Pedro: $ 613.33
Juan: $ 306.66 Juan: $ 613.33 Juan: $ 613.33 Juan: $ 920.00

5. Un viajero recorre 1/4 de la distancia entre dos ciudades a pie, 1/5 a caballo, 1/8 del resto en auto y los 55
km restantes en tren. ¢ Cudl es la distancia entre las dos ciudades?
a) 114.28 km b) 120.22 km c) 112.12 km d) 109.28 km

6. Reducir la siguiente expresion:
2a+3b— 42a+ p-a ]
a) 4b b) 4a - 2b c)-a-2b d)2a +4b

7. Una ventana con un perimetro de 8 m tiene la forma de un rectangulo con un semicirculo sobrepuesto.
Escribe un polinomio para representar el area de la figura en términos solamente de la variable x.

2r

2) AT:((+4}X+TE/ b) AT:((—4}X+n/ 0 AT:—((—4}X+1I/ d) AT:—((+4}X—7I/
2-1 4-7 -7 o

8. Un automdvil recorre 50 km en el mismo tiempo en que un avién recorre 180 km. La velocidad del avién es
de 143 km/h mayor que la del automovil. Calcula la velocidad del automovil.
a) VAUTO =45 Km/h b) VAUTO =60 Km/h C) VAUTO =55 Km/h d) VAUTO =48 Km/h

9. Calcula el valor de x:

2x-1 6x-3
X+4 3x+2
=2
2 2 3
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10. Un televisor tiene un costo de $3,250.00, incluyendo el IVA del 15%. ¢ Cual es el precio del televisor sin

IVA?
a) $2826.1 b) $ 3737.5 c) $2762.5 d) $2781.9
11. ¢Cuédl es la ecuacion de la siguiente grafica: _
4--
2--
].-
' I 1 1 2 3 4
,2..
-3+
74..
3 3. . 3 3
a) y=-—Xx+3 b) y=—"x+3 C) y=——X d y=-x+4
)y=y )y 4 )y A )y=4
12. Encontrar el valor de x:
4cm A=52 cm?
—>
P 7cmo
- X »
a)x=6 b)x=8 c)x=10 d)x=20

13. Calcula el perimetro del rectangulo de base w+4, altura w y area de 96 m2.

aP=40m b)P=38m c)P=50m dP=42m
14. ¢ Cuadl es la ecuacion de la siguiente parabola?
8__
6__
4__
2__
o A b 12 3 4 s T
\ _44 /
\ el )
\ ol Y,
8
_14__
_16__
—18+
a)y=(x-2)(x-6) b)y = (x + 2)(x - 6) C)y=(x+2)(x+6) d)y=(x-2)(x+6)
15. Resolver las soluciones para la siguiente ecuacion cuadratica:
x? -3x+2=0
a)x; =2 b) x; =-2 C) Xy =-2 dyx; =2
X2:1 X2=-1 Xz:l X2=-1

16. Encontrar dos niUmeros consecutivos tales que la suma de sus cuadrados es 85.

a)dy5 b)éy7 c)7y8 d5y6
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17. Resolver el siguiente sistema de ecuaciones.

2x -3y =17

5x —5y =14
91 7 91 385 ) X=-7, y=-7 175
a) X=—; == b) x=-"7; == ’ d x=9 y="+—
) 29 Y 29 ) 29 y 87 ) y 3

18. Un rectangulo tiene 92 cm de perimetro y su diagonal mide 34 cm. Halla sus lados.

a)l=20cm b) =13 cm c)l=19cm d)I =16 cm
a=26cm a=33cm a=27cm a=30cm

19. Cual es la solucidn de la siguiente grafica del siguiente sistema.

5x -3y =0

7X—-y=-16
a) b)
c) d)

20. Resolver el siguiente sistema de ecuaciones:

X+y-z=1

X-y+z=3

IX+y+z=7
a)x=-2 b) x =-2 c)x=2 d)x=-2
y=5 y=- y=5 y=5
z=8 z=2 z=4 z=-6
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